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Lói nói dáu 


Bp sách Chuyén dé luy$n thi váo Dai hpc dupc bien soan nhám myc 
dích giúp các em hpc sinh lóp 12 có thém tái liéu tham kháo, nám vimg 
phuong pháp giái các dang bái toán co bán, thirbmg gáp trong các ki thi 
tuyén sinh váo các truong Dai hoc va Cao dáng háng nám. 

Npi dung bó sách bám sát theo chucmg trinh bp món Toán THPT 
náng cao hipn hánh va Hucmg dan ón táp thi tuyén sinh váo các truong Dai 
hoc va Cao dáng món Toán cúa Bp. Giáo dpc va Dáo tao. Bp sách góm 7 
táp, tuomg úng vói 7 chuyén dé : 

1. Dai só 

2. Lurpng giác 

3. Hinh hoc khóng gian 

4. Hinh hpc giái tich 

5. Giái tich - Dai só tó hpp 

6. Kháo sát hám só ^ 

7. Bát dáng thúc 

Táp sách "Chuyén dé luyen thi váo D$i hpc : Lurpng giác" náy, 
góm 2 phán: 

Phan I: Kién thúc cor bán - Vi dp áp dyng : có 6 chucmg thupc phán 
Lupng giác. Moi chucmg gom nhiéu don vi kién thúc (§), dupc bien soyn 
thóng nhát góm các muc : 

A. Kién thúc co bán : Tóm tát, h? thóng kién thúc trpng tám. 

B. Vi dp áp dyng : góm nhiéu vi du, có huómg dan giái. Moi vi dy lá 
mót dyng bái táp co bán, thuong gáp trong các ki thi tuyén sinh váo các 
truong Dai hpc vá Cao dáng. 

Trong moi (§) có phán Luypn táp : góm nhiéu bái t|p, giúp hpc sinh 
ty rén luyen ki náng giái toán. 
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Phán II : Hiróng dan giái - Cáu hói trac nghifin ón táp : Phán náy 
góm hiróng dan giái bái táp hoac cho dáp só cüa phán luyen táp ó mói (§) vá 
cáu hói trac nghiém ón táp, có trá Icri ; giúp hoc sinh tu kiém tra, dánh giá két 
quá giái bái táp cúa minh. 

Cuói sách có phán phy lyc : Trích giái thifu mpt so de thi tuyen sinh 
Dai hoc (2005 - 2008). Dáy lá phán trích giái thiéu mót só dé thi tuyen 
sinh Dai hpc dá ra tír 2005 dén 2008 - món Toán, có lien quan dén phán 
Lugng giác, có huóng dan giái ; giúp h<jc sinh lám quen vói các dang cáu 
hói cúa dé thi tuyen sinh Dai hoc. 

Táp thé tac giá trán trpng giái thiéu vái các em hoc sinh 12, bó sách 
Chuyén de luy^n thi váo Dad h 9 C. Chúng tói tin tuáng bp sách náy, sé góp 
phán giúp các em hoc sinh 12, náng cao chát lupng hoc táp vá dat duac két 
quá mí man trong ki thi tuyén sinh váo Dai hoc, Cao dáng. 

Chú bien 

PGS, TS. TRÁN VAN HAO 
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CÁU TRUC DÉ TH! TUYEN SINH DAI HDC 
CAO DÁNG 2009, MON TOÁN 


II. PHÁN CHUNG CHO TÁT CÁ THÍ SINH (7 DIÉM) 

Cáu I (3 diém) : 


- Kháo sát, vé do thi cúa hám só. 

- Các bái toán lien quan den úng dung cúa dáo hám va do thi cúa hám só : 
chiéu bien thién cúa hám só. Cyc trj. Giá trj lóm nhát va nhó nhát cúa hám só. Tiép 
tuyén, tiem cán (dúng vá ngang) cúa dó thj hám só. Tim tren do thj nhímg diém có 
tính chát cho triróc, tirong giao gida hai dó thj (mqt trong hai do thi lá dircmg 
tháng);... 


Cáu II (2 diém): 

- Phircrng trinh, bát phiromg trinh ; hq phirong trinh dtii só ; 

- Cóng thírc lirong giác, phoong trinh lir<?ng giác. 

Cáu III (1 diém) : 

- Tim giói hgn 

- Tim nguyén hám, tính tích phán 

- Úng dyng cúa tích phán: tính diqn tích hinh pháng, thé tích khói trón xoay. 
Cáu IV (1 diém) : 

Hinh hoc khóng gian (tóng hgrp) : Quan hé song song, quan h? vuóng góc cúa 
dirórng tháng, mát pháng. Tính diqn tích xung quanh cúa hinh nón trón xoay, hinh 
tru trón xoay ; tính thé tích khói láng try, khói chop, khói nón trón xoay, khpi try 
trón xoay ; tính diqn tích mát cáu vá thé tích khói cáu. 

Cáu V (1 diém): 

Bái toán tóng hcrp. 

II. PHÁN RIÉNG(3DIEM): 

Thi sinh chi diroc lám mqt trong 2 phán (phán I hoác 2) 

1. Theo chiromg trinh chuán : 

Cáu Vl.a (2 diém): 

Nqi dung kién thírc : Phircmg pháp toa dó trong mát pháng vá trong khóng gian : 
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- Xác djnh to@ dp cúa diém, vecta. 

- Duómg trón, elip, mát cáu. 

- Viét phuromg trinh mát pháng, duómg tháng. 

- Tính góc ; tính khoáng cách tír diém den mát pháng. V¡ tri tuang dói cua 
duómg tháng, mát pháng vá mát cáu. 

Cáu VII. a (1 diém) : 

Npi dung kién thúc : 

- Só phúrc 

- Tó hap, xác suát, thóng ké. 

- Bát dáng thúc. Cpc trj cúa biéu thúc dai só. 


2. Theo churomg trinh náng cao : 

Cáu VI.b (2 diém): 

Npi dung kién thúc : 

Phucmg pháp toa do trong mát pháng vá trong khóng gian : 

- Xác dinh toa dp cúa diém, vecta. 

- Duang trón, ba duang cónic, mát cáu. 

- Viét phircmg trinh mát pháng, duómg tháng. 

- Tính góc ; tính khoáng cách tú diém dén duómg tháng, mát pháng; khoáng 
cách giüa hai duóng tháng, V¡ trí tuang dói cúa duómg tháng, mát pháng vá mát cáu. 


Cáu VII.b (1 diém): 

Npi dung kién thúc : 
- So phúc 


ax 2 + bx +c 


- Bó thj hám phán thúc hüu ti dang y 


px+q 


■ vá mpt só yéu tó 


lién quan. 

- Strtiép xúc cúa hai duómg cong. 

- H? phuang trinh mü vá lógarit. 

- Tó hpp, xác suát, thóng ké. 

- Bát dáng thúc. Cpc trj cúa biéu thúc d$i só. 
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Phánl. 

KIEN THÚC CD BÁN - VÍ DU ÁP DUNG 


Chipan g 1. 

BIÉN OÓI LLTQNG GIÁC 

A. KIÉN THÚC CO BÁN 


I. Hoc sinh can nám vtíng dinh nghTa các giá trj liíQmg giác sin a, cosa, 
tana, cota va các tính chát co bán cúa chúng nhir: 

1. Dáu cúa các giá trj lurgng giác 

i 

2. Giá tri lircmg giác cúa các cung d£c bi^t 

3. Các h| thúc lirgng giác ca bán 

4. Tính chát tuán hoán vá chu ki cúa các hám so lirgmg giác 

5. Sy bien thién cúa các hám só lurtyng giác 

II. CÁC CÓNG THÚC LÚQNG GIÁC 

1. H( thirc giüa các giá trj liryng giác cua các cung có lien quan djjc bi£t 

* Cung áoi nhau 
cos(-x) = cosx 
tan(-x) = - tan x 

* Cung bu nhau 
sin(7c-x)-sinx 
tan (ti - x) = - tan x 

* Cung han kém nhau n 
sin(x + 7i)--sinx 
tan(x + ti) = tanx 

* Cung ph\f nhau 

. f K ) 
sin | — -xl = cosx 


sin(-x) = -sin x 
cot(-x) = -cotx 

r 

cos(ti - x) - -cosx 
cot(7c-x) = -cotx 

COs(x + Tt) = - COSX 
COt(x + Tt) - COt X 
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tan —x -cotx 
.2 


cot — 


(!-)■ 


JT 


* Cung han kém nhau — 

. ( TC 

sin | x + — J = cosx, . 


tan| x + — | = -cotx, 


n 

cosí x + — 
2 


71 

cot x + — 
2 


Cóngthúc cóng 

cos(a + b) = eos a eos b + sin a sin b, cos(a + b) ■ 
s¡n(a + b) = sinacosb + cosasinb, sin(a-b) - 
tan a + tan b 


tan(a + b) = 


tan(a-b) = 


1 - tan a tan b 

Cóng thirc nhán dói 

sin 2 a = 2 sinacosa 

eos 2 a = eos 2 a -sin 2 a = 2 cos 2 a -1 = 1 - 2 sin 2 1 

. 2 tan a 

tan 2 a =- 

1 - tan"a 

Hé quá : Cóng thúrc ha b$c 

eos 2 a - —(1 + cos 2 a), sin 2 a = -*-(l 

2 2 

Cóng thúc tính sin a, cosa, tana theo t = tan 


2 t 1-t 2t 

sin a -- T> cosa =- 7 , tana --- 

1 + r 1+t 2 l-t 2 

Cóng thúc bién doi tích thánh tong 

2 eos a eos b = eos (a - b) +cosía + b) 
2 sinasinb = cosía -b)-cosía + b) 
2 sinacosb = sin(a - b) + sin (a + b) 

Cóng thúc bien dói tóng thánh tích 

n . a+p a-p 

cosa + eosp = 2 cos; - eos- — 

2 2 


tanx 


- -sinx 

= - tan x 

- cosacos b-sin a sin b 
sinacosb-cosasinb 

tan a - tan b 
1 + tan a tan b 


-eos 2 a) 

a 

2 
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„ ' . a + p . a-p 

cosa -cosP = -2sin—-—sin—- 

2 2 

„."a + P a-P 

sma + sin B - 2sin-eos- 

2 2 

. n _ a+p.a-p 

sin a - sinP = 2 eos -sin-— 

2 2 

_ sin(a + p) . sin(a-p) 

tana + tanp = —--tana-tanp = —--- 

eos a eos p eos a eos p 

7. Cóng thúc rút ggn asinx + bcosx, acosx + bsinx 

* Giá sur a > 0. B$t tan<p = — vói Ta có : 


asinx + bcosx = va 2 + b 2 sin(x + cp) 

acosx + bsinx = Va 2 + b 2 cos(x -q>) 

* D$c biét: 

+ eos X = y ¡2 sin I x + — I — \[i eos I x- — 
l 4 J V 4 


sin x 


sin x -cosx = n/2 sin ¡ x , eos x - sin x = \¡2 eos x + — 
l 4Í l 4 


B. Ví DU ÁP DUNG 

§ 1. CHÚ’NG MINH DÁNG THIPC LUQ^NG GIÁC 

I. PHÜONG PHÁP 

Muón chúng minh mót dáng thúc lur<?ng giác, ta dñng cóng thúc liromg giác 
dé bién dói biéu thúc tugrng giác ó mót vé thánh biéu thúc luong giác ó ve 
kia. 

Dé y ráng mót biéu thúc lugng giác có thé dugre bién dói thánh nhiéu dang 
khác nhau. Cháng h^n ta có : 

* sin 2 2x = 1-eos 2 2x (Hg thúc iugrng giác cabán) 

- (l - cos2x)(l + cos2x) 


9 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 

www.VNMATH.com 


* sin 2 2x = — (1 -cos4x) (cóng thúc ha b?c) 


* sin 2 2x = 4sin 2 xcos 2 x (Cóng thúc nhán dói) 

Tuy theo mói bái toán, ta chpn cóng thúc thich hgp dé bien dói. 


II. VÍ Dy ÁP DVNG 

Vi du 1: Chúng minh các cóng thúc sau (cóng thúc nhán ba ): 

1) cos3a = 4cos 3 a - 3cosa ; 2) sin3a = 3sina-4sin 3 a ; 

tan a (3-tan 2 a) 

3) tan3a =-r-. 

I - 3tan 2 a 


Hiráng dan giái 

1) cos3a =cos(2a + a) =cos2acosa-sin2asina 

= (2 eos 2 a - Ocosa - 2 cosa (l - eos 2 a) = 4 eos 3 a -3 eos a. 

2) Chúng minh tuemg tir. 

.. . tan 2a + tan a 

3) tan3a = tan(2a + a) =- 

1 - tan 2a tan a 


2 tan a 
1 - tan 2 a 


+ tana 


1 - 


2 tan a 


1-tan a 
Vi du 2: Chúng minh : 

2 

1) cotx + tanx- 


sin 2x 


3 tan a-tan 3 a _ tan a (3-tan 2 a) 
l-3tan 2 a l-3tan 2 a 


2) cot x - tan x = 2cot 2x ; 


3) cot x - cot 2x = —-. 

sin2x 


Hiráng dan giái 

cosx sinx cos 2 x + sin 2 x I 2 

1) cot x + tan x =-+ -=-- ———— =-- 

sinx cosx sinx cosx sinx cosx sin2x 

2) Chúng minh tuomg to. 


3) cot x - eos tan 2x 


cosx cos2x _ 2eos 2 x -cos2x 
sinx sin 2x sin2x 

1 + cos2x - cos2x _ 1 

sin2x sin2x 
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Vi d\t 3 : Chúng minh : 

13 3 5 

1 ) sin 4 x + cos 4 x = —cos4x + — ; 2 ) sin 6 x + cos 6 x = -cos4x + - 

4 4 8 8 

_ . , g 1 D 7 , 35 

3) sin x + cos x = —cos 8 x +—cos4x + —. 

64 16 64 

Hu&ng dan giái 

1 ) sin 4 x + cos 4 x = (sin 2 x + cos 2 x) - 2 sin 2 xcos 2 x 

= 1 - —sin 2 2x = 1 - —(l - cos4x) = —cos4x + — 

2 4 4 4 

2 ) sin 6 x + cos 6 x =(sin 2 x + cos 2 x) -3sin 2 xcos 2 x(sin 2 x + eos 2 x) 

3 3 3 5 

= l-3sin 2 xcos 2 x - l —sin 2 2x - 1 —(1 -cos4x) = -cos4x + — 

4 8 8 8 

3) sin x+cos x = Uin x + cos x) -2sin xcos x 

-(l - 2 sin 2 xcos 2 x) - 2 sin 4 xcos 4 x 
= 1 -4sin 2 xcos 2 x + 2sin 4 xcos 4 x 


= 1 -sin 2 2 x + -sin 2 x = 1 - 


l-cos4x li / l-cos4x 


11 I \ . . l + cos 8 x 

= — + — cos4x + — l-2cos4x +- 

22 32l 2 

1 O 7 . 35 

= —cos 8 x +—cos4x + — 

64 16 64 


Vi du 4: Chúng minh : 

1 ) sin(a + b)sin(a-b) = cos 2 b~cos 2 a ; 

2 ) cos(a + b)cos(a - b) = eos 2 a + eos 2 b - 1 . 

Hiráng dan giái 


1 ) sin (a + b)sin(a - b) = —(eos 2 b- eos 2 a) 

2 


= — ( 2 cos 2 b -1 - 2 cos 2 a + 1 ) = eos 2 b - eos 2 a 
2 
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2 ) cos(a + b)cos(a - b) = —(eos 2 a + eos2b) 

2 

= — ( 2 COS 2 a -1 + 2 cos 2 b -1) = eos 2 a + eos 2 b - 1 
2 

Vidy 5 : Chúng minh : 

1 ) eos3x sin 3 x + sin3xcos 3 x = —sin4x ; 

4 

2) cos3xcos 3 x+ sin3xsín 3 x =cos 3 2x. 


Hir&ng dan giái 


1) Tacó: 4cos 3 x - cos3x+ 3cosx, 

4sin 3 x = 3sin x-sin3x. 

Do dó, ta tính 4 lán vé trái (VT) 

4( VT) = cos3x (3 sin x - sin 3x) + sin 3x (cos3x + 3 eos x) 

= 3(cos3xsin x + sin3xcosx)-3sin4x 
Suy ra cóng thúc phái chúng minh. 

2) 4(VT) -cos3x(cos3x + 3cosx) + sin3x(3sinx-sin3x) 


= eos 2 3x-sín 2 3x + 3(cos3xcosx + sin 3xsinx) 
- cos 6 x + 3cos2x 

= 4cos 3 2x (Do cosóx = 4cos 3 2x-3cos2x) 
Suy ra cóng thúc phái chúng minh. 

Vi du 6 : Chúng minh : 

I) sinxsinf— -xlsinf 7 ^+ xl = -sin3x ; 


3 


U 


2) cosxcos — x eos — + x =—cos3x ; 

U J 13 ) 4 

3) tanxtan|^T_x jtan^j + -tan3x. 

Huáng dan giái 

,, . . (n ) . ftt ) 1 . f . 2n 

U J 1 3 ) 2 l 3 

1 . ' 1 . I , . , . v 1 . 1 . , 

- — sinxcos2x + — sinx = — (sm3x-sin x) + —sin x =— sm3x 

2 4 4 4 4 
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2 ) eos x eos 


n 

- x icos 


—+ x = — cosx cos 2 x + cos— 
U ) 2 l 3 


1 A 1 1 , , * 1 1 

= — cosxcos2x—cosx = (,cos3x + cosx)—cosx = cos3x. 

2 44 44 


3) Til két quá bái 1 va bái 2, suy ra két quá bái 3. 
Sau dáy lá cách giái irire tiép bái 3. 


tan x tan 




tan x ■ 


V3 - tan x 
1 + \¡3 tan x 


\¡3 + tan x 
1 - \¡3 tan x 


tanx(3-tan 2 x) 
1 -3tan 2 x 


= tan3x 


Vi du 7: Chúng minh : 

1) sin5x - 2sin x(cos4x + cos2x) = sinx , 


5x 3x 7x x 

2 ) eos—eos—+ sin — sin—= cosx eos 2 x. 
2 2 2 2 


Hiráng dan giái 

1) VT = sin 5x - 2sin x cos4x - 2sin xcos2x 

= sin5x-(sin5x-sin3x)-(sin3x - sinx) =sinx 

2) eos—eos —+ sin —sin— =— (cos4x + cosx) + — (cos3x-cos4x) 

2 2 2 2 2 2 

1 


= — (cos3x + cosx) =cos2xcosx. 
2 


Vi du 8: Chúrng minh ráng : 


1) sin a + sin b + sin c —sin (a + b + c) = 4sin 3 + ^ sin ^ + C sin C + 3 ; 

2 2 2 

2 ) cosa + cosb + cose + cos(a + b + c)= 4eos 3 + ^ cos^-^cos^-^. 

2 2 2 


Hiráng dan giái 

Các bái toán náy thuóc dang bien dái tóng so thánh tích so. 

l)sina + sinb-t-sinc- sin(a + b + c)=(sina + sin b) + [sinc - sin(a + b + c)] 

- . a + b a-b . a + b + 2 c.a + b 

= 2 sm-eos- 2 eos-sin- 

2 2 2 2 
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_ . a + b f a-b a + b + 2 c 
= 2sm- eos--eos- 

2 V 2 2 


. . a + b , a + c . -b-c „ . a + b . b + c . c + a 

= -4 sin-sin--sin-= 4sin-sin---sin- 

2 2 2 2 2 2 

2 ) cosa + eos b +cose + cosía + b + c) 

. a + b a-b . a + b + 2 c a + b 

= 2 cos-eos-+ 2 cos-eos- 

2 2 2 2 


_ a+bí a-b a+b+ 2 c N . a+b b+c c+a 
= 2cos- eos-+ eos- - 4cos-eos-eos-- 

2 i, 2 2 J 222 


Vi du 19: Cho a *■ k2ir, keZ. Chírng minh ráng : 


1) sin a + sin 2a + sin 3a +... + sin na = 


. na . (n + l)a 

sin — sin-— 

2 2 

. a 
sin — 

2 


2 ) cosa +cos 2 a + eos3a +... + cosna = 


. na (n + l)a 

sin —eos- 

2 ' 2 

. a 
sm- 
2 


Hiráttg dan giái 

Dát: S. = sin a + sin 2a + sin 3a +... + sin na. Ta có 


3 I 3 3 3 

2 sin— S - 2sin—sin a + 2 sin — sin2a + ... + 2 sin—sin na - 

2)2 2 2 


- eos—eos 
2 


3a A ( 3a 5a 
— + eos eos-— 

2) K 2 ' 2 , 


5a 7a 

+ | eos-eos— | + . 

2 2 



f n 


í 0 


+ 

L cos l n ~2j 

a-eos 

l 2 

a 


a í 1 'i _ . na . (n + l)a 
= eos—eos n + — a = 2 sin—sin- 

l 2 

(n + l)a 


Suy ra : S = 


. na 

sin—eos 
2 , 2 

. a 
sin - 
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2) Dát: t = cosa + eos 2a + cos3a + ...+ eos na. Ta có : 


( 2sin !) 


a 


2 sin— T = 2 sin —cosa + 2 sin—eos 2a +... + 2 sin—eos na = 


2 
. 3a 


= sin- 


a 1 f . 5a . 3a ( . 7a . 5a N i 
sin— + sin-sin— + sin-sin— +... 


2 ) 


sin n + — a - sin 
2 


I 


. a 


n + — la - sin— = 2cos 


Suy ra : T = 


... + 


sin 


. na (n + l)a 

sin — eos- 

2 2 

. a 
sin - 

2 


in ( n 4) 


(n-t-l)a . 


na 

-sin — 
2 2 


2 ) 


III. LUYEN TÁP 
1.1 Chúng minh : 

1) cos(x ±n7t) = (-l) n cosx (n e N) ; 


1.2 


1.3 


1.4 


1.5 


2) sin(x±mt) = (-l) n sinx (n e N). 

Chúng minh : 

1 ) eos 2 (a - b) - eos 2 (a + b) = sin 2 sin 2 b ; 

2 ) eos 2 (a - b) - sin 2 (a + b) = eos 2 a eos 2 b. 

Chúng minh : 

1) sin 3 x(l + cot x) + cos 3 x(l + tan x)- sin x + cosx ; 

2) sin3x - 2sin 3 3x + cps2xsin x -cos5xsin4x ; 

. 4 \( 3 72 . ( Tt^l 

3) sin x+cos x + — — — —— sin 2x + — . 

I 4) 4 2 l 4) 

Chúng minh : 

1) eos4a = Seos* a - 8 cos 2 a +1 ; 

2) eos 3 xcos3x -sin 3 xsin3x = —cos4x + -. 

4 4 


Chúng minh : tan x +tan 



= 3 tan 3x. 
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1.6 


Chúng minh : tana + tan b + tañe - tana tan btanc + 


sin(a + b + c) 
cosa eos bcose 


1.7 Chúngminh: 

1 - eos 2 a - eos 2 b - eos 2 c + 2 eos a eos b cose 

. . a + b + c . a + b-c . b + c-a , c + a-b 

= 4sm-sin-sin-sin- 

2 2 2 2 


1.8 Cho a * k2n, k e Z. Chúng minh 


I) 1 + eos a + eos 2a +... + eos na - 


na . (n + l)a 
eos — sin — — 
2 2 

. a 
sin- 
2 


2) sinx + sin(x + a) + sin(x + 2a) + ... + sin(x + na) 


. { na 

1 . (n + l)a 

sin xi- 

sin - 

l 2 , 

) 2 


. a 
sin 

2 


3) cosx + cos(x+ a) + cos(x + 2a) + ... + cos(x + na) 


na 


eos x + sin -- 


. (n + ])a 


sin 


§ 2. RÚT GQN, TÍNH GIÁ TRI CÜA MÓT BIÉU THl>C 

LU’O'NG GIÁC 


I. PHl/ONG PHÁP 

* Muán rút gon mót biéu thúc lugrng giác,"ta düng cáe cóng thúc lugng giác 
dé bien dói biéu thírc da cho. 

* Muón tính giá tri cúa mót biéu thúc lugng giác, nói chung ta tim cách rút 
gon biéu thúc náy. Ngoái vi?c sú dung cáe cóng thúc lugng giác, nén xét 
xem biéü thúc da cho có d^ng gi dác bi^t, tú dó có thé chgn cách giái 
thích hgp. 
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IT. VI Dy AP DVNG 

Vi du 1: Rút gon các biéu thúc sau : 

. . (. n) ( n') (2n ) f n) 

1) A = sin I 2x + y Icos^ x + — j - cos| — - x |eosj 2\ + — j; 

„ ( 2tcA ( 2n 

2) B = cosx + cos| x + — i + cosl x- — 


Htráng dan giái 


1) Nhijn xét: 


n s \ (2n \ n (2% \ 

+-x - — =>cos-x = 

6) { 3 ) 2 l 3 ) 


- sin x - 


Do dó : 


A — sin I 2x+ — Icos x-— -eos 2x + — si 
l 3 J V 6 J l 3 ) 


= sin 


~ *1 n 
2x + — - x — 
3 ) l 6 


TT 

sin 1 x — 
6 


- sin | x +— | = cosx. 
2 


f 2n ^ 


í 2?t 1 

eos X + — 

+ eos 


l 3 / 


l 3 )] 


2) B = cosx + 


2n 271 I 

= eos x + 2eos xeos — - eos x - eos x = 0 (Do eos— - —). 

3 3 2' 

Ghi chú : Gpi M. N, P lán lirot lá diém ngpn cúa các cung có só do 
x, x + —, \ - — trén duong trón lupng giác. The thi MNP lá mót tam giác 

déu, do dó : OM + ÓN + ÓP = Ó. 

Chiéu dáng thúc vecta náy tren tryc cosin vá.tryc sin, ta dirpc : 

( 2tt^ { 2n\ 

s| x + — | + cosí x -1 = 0 


cosx + eos 


■ I 2n ) ■ ( 2n \ A 

smx + sin x + -— +sin x-=0 

3 ) l 3 


Vi du 2 : Rút gon biéu thúc : 


. 2 . •>[ 71 | . ' 71 

A=sin x+sm' x--smxsin x- 

3 ) l 3 


LÚONG GIÁC - 2 
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Hwáng dan giái 


Cách 1 : 
A = sin 2 


f 71 ) 


r ti' i 


KJ 

sin 

x- 

v 3 y 

-sin x 


K-í) 


= sin x + 2sin x — eos 


71 . ( 7t 

x — sin — 

6 ) l 6 


ti í n 

-sinx — sin| x-eos x- 

3 J { 6 


. , 1 

= sin' x- 

2 


. . _ K) . 71 

sin 2x-+sin — 

2 J { 6 


1 , 1 .7 1/, . . 2 X 1 3 

= sin' x + —cos2x + — = sin' x + —U - 2sin xj + —- —. 

2 4 2 4 4 


Cách 2 : 

A = —|l -cos2x + l -cos^2x - ^ 


| + cosj 2x-y 


eos 


3 _1 

4 2 

3 _J_ 

4 2 


cos2x + cos| 2x- — I — eosf 2x-T 
3 ) { 3 


(*) 


eos 


2x -2sin|^2x--^jsin^" 


3 

4 2 


cos2x - sin] 2x- 

2 


= — - — (cos2x -cos2x) = — 
4 2 4 


Gh¡ chú (*): 


Ta có : cosí 2x - — = -cosí2x + — 


C A 3 1 

Suy ra : A =- 

4 2 


. 2 71^ 

cos2x + cos 2x-+ cos 

3 J 


( ' 3ti 

1 2x+ t 


3 

4 


Vidu 3 : Tính giá tr¡ cúa các biéu thúc sau : 

4 

l)A=— -4sm70°; 2)B= 1 




sin 10° 


sin 10° eos 10° 
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Huróng dan giái 


1) A = 


1 


sin 10° 


-4 sin 70° 


--4 eos 20° 

sin 10° 


, 1 - 4sin 10° eos 10° _ l-2(sin30° - sin 10°) _ 2sin 10° 
sin 10° ” sin 10 n ” sin 10 o 

> B _ __J _ eosl0° -n/ 3sin 10° 

sin 10° eos 10° sin 10° eos i 0 o 


IWhgn xét: 

Ta có ; eos 10° - n/ 3 sin 10 o = 2cos(l0° + 60°) = 2cos70° 


Suy ra : B = 


4 eos 70° 
sin 20 u 


4sin 2Q° 
sin 20° 


Vi du 4 : Chúng niinh các dáng thirc : 
1) sinxcosxcos2xcos4x =-sin8x ; 


2) sinxcosxcos2xcos4xcos8x - —sinlóx. 

16 

Áp dung : Tính giá tri các biéu thírc sau : 

1) A = cosacos — eos— ; 2) B = sin6 o sin 42° sin 66° sin 78°. 

7 7 7 


Huróng dan giái 

Áp dpng cóngthúc sin acosa - ^sin 2a, ta duac diéu phái chúng minh. 


Áp dpng : 


1) A 


n 2n 4ji 
eos — eos—eos — 


7 7 7 


„ .71 , .71 71 271 47t 1 . 871 1 . 7T 

Suy ra : sin —.A - sin—eos —eos—eos— = - sin — = - -sin — 

7 77778787 

Váy : A = -— . 

8 


2) B - sin 6 o sin 42° sin66° sin 78° = sin 6 o cosí 2 o eos24° eos48° 
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Suy ra : eos 6 °.B = sin 6 o eos 6 D eos 12°eos24° eos48° =— sin96° =— cos 6 ° 

16 16 

Váy : B = —. 

16 

Vi du 5 : Tính giá trj các biéu thúc sau : 

1) A = sin 20° sin 40° sin 80° ; 2) B = sin 10 o sin 50° sin 70°. 

Uiróng dan giái 

1) A = sin 20° sin 40° sin 80° - — sin 20° (eos 40° - eos 120°) 

2 

-—sin20°eos40° + —sin 20 ° = — (sin60° -sin 20 °) + —sin 20 ° 

2 44 4 

= -60° = — 

2 8 

Ghi chú : Cách tính giá trj cúa biéu thúc A tren dáy gióng nhu cách chúng 
minh dáng thúc trong vi du 6 cúa Ván dé 1. 

• ■ ( n Vi* 1 1 ■ , 

sinxsin —x sin -+x =—sin3x 

1 3 ) U J 4 

2) B = sin 10° sin 50° sin 70° 

Cách 1 : Tuong tu cáu 1, ta tinh dtfgrc B = —sin 30° = - 

4 8 

Cách 2 : Tacó B -sini0 o eos20°eos40° 

Suy ra : eos 10 o B = sin 10° eos 10° eos20° eos40° - -sin80° =-cosl0° 

8 8 

v » :B -5 

Vi du 6 : Tinh giá trj các biéu thúc sau : 

... k 5n 7 ti _ 2tc 4n 6 tt 

1) A = cos —-i-eos— + cos^—; 2 ) B = cos—+ cos— + cos—; 

9 9 9 7 7 7 

„ n 2n 3k 

3) C - eos — eos — + eos —. 

7 7 7 
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Hiráng dan giái 

,, . 7t ( 5n 7 tt'\ 71.6)1 n 

1) A = eos —H eos— + cos— = eos—+ 2cos —.eos— 

9 l 9 9 ) 9 9 9 

71 71 

= eos — eos— = 0 
9' 9 

„ 2n 4 k 6n 

2) B = eos— + cos— + cos — 

7 7 7 


Nhátt xét: B có d^ng cosa + eos 2a + eos3a vói' a = 


2 71 


Tatính 2sin^.B (xem vi dy 6 Van dé 1). Ta có : 

. TT _ . Tt 27t „ . 7t 471 - . 71 Ó7C 

2sin — .B = 2sin — eos— + 2 sin —eos— + 2 sin — eos— 

7 7 7 7 7 7 7 

37c . n . 5ti . 3n . 57t 

= sm-sin — + sin-sin- y sin n - sin — 

lili 1 

. Tt .71 

= - sin — + sin ti = -sin — 

7 7 

Suy ra : B - - — 

2 

_ 7t 27t 3 tt 6ti 2it 4n _ 1 

3) C = cos—eos— + cos— =-cos--eos-eos— = -B = — 

7 7 7 7 7 7 2 

Vidu 7 ; Chúng minh các biéu thiíc sau dáy khóng phy thuQC x : 

1) A = eos" x -2cosacosxcos(x + a) + eos 2 (x + a); 

2) B = cos 2 x - 2sinacosxsin(x + a) + sin 2 (x + a). 

Hiráng dan giái 

1) A = cos 2 x + cos 2 (x + a)-cosa[2cosxcos(x + a)] 

= 1 + —[cos2x + cos(2x + 2a)l-cosa[cos(2x +a) + cosa] 

2 

= 1 +cos(2x + a)cosa -cosacos(2x + a) - eos 2 a = 1 - eos 2 a = sin 2 a 

2) B = eos 2 x + sin 2 (x + a)-sina[2sin(x + a)cosx] 

-1 + ^[cos2x - cos(2x + 2a)]-sina[sin(2x + a) + sina] 

= 1 -sm(2x + a)sin(-a)-sinasin(2x + a)-sin 2 a = 1 - sin 2 a - eos 2 a. 
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Vi du 8 : Vái giá tri nao cúa a thi biéu thúc 

E = eos 2 x + eos 2 (x + a) -cosxcos(x + a) 
khóng phu thuóc x ? 

Hiráng dan giái 

2 E = 2eos 2 x + 2eos 2 (x + a)- 2cos(x + a)cosx 

= 1 + cos2x + I + cos(2x + 2u) - cos(2x + a) - cosa 
= 2 - cosa + [cos2x + cos(2x + 2a) - eos (2x + a)] 

= 2 - cosa + [2 eos (2x + a) eos a -cos(2x + a)] 

t 


-2- cosa + 2 cos( 2 x + ancosa- — 

Biéu thúc E khóng phy thuóc x khi vá chi khi 

1 

cosa = — <r> a = ±— + k2tt, k e Z 

2 3 

Kh i dó : E - eos 2 x + eos 2 1 x ± — I — eos x eos f x ± — I - — . 


[II. LUY$N TÁP 

2.1 Rut g<?n khóng con dáu can thúc : 

A -\¡2 + \j2 + 2cosa. (0<a<2tt). 


2.2 Rut gpn các biéu thúc sau : 


... .4 4 . 4 [ ni 4 í n'i 

l)A=sin x + cos x + sin x + — +cos x + — ; 


4J 


2) B-sinxcos| 2x + T Icos 2\~— 1+ sin3xsi 


V 

2.3 Tính giá tri các biéu thúc sau : 

,, , % 2n 4n Sn 

1) A - eos — eos — eos—eos— ; 
15 15 15 15 

3) C = cotí0 o tan 20° tan40°. 


Lsin x h— sin x 

6 


i) 


_ ti 5n 7 tc 
2) B-cosacos — eos—: 
9 9 9 


2.4 Cho tan — = m. Tính theo m giá tr¡ cúa biéu thúc A - ° X —. Tham so 

2 tanx+sinx 

m phái thoá m5n diéu ki?n gi ? 

2.5 Chúng minh biéu thúc sau dáy khóng phu thupc x : 


„ . . i ti i . i 2 n 

E = smx-sin x + — +sin x +— 

5 ) 


- sin 


x +- 


3 tc 


+ sin x + 


4n 
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§ 3. HE THÚ’C GlOA CÁC CUNG, CÁC GIÁ TRj 
LU’QNG GIÁC THOÁ MAN OIÉU KIÉN CHO TRUÓC 


I. PHÜ0NG PHÁP 

* Nói chung, ta düng cóng thúrc lirpng giác dé bien dói các diéu kién cho 
truóc thánh hé tilde phái chúng minh. 

* Cán phái xét diéu kién xác djnh, néu có, cúa hé thírc phái chúng minh. 

II. VÍDIJÁPDUNG 

Vidij l: Cho x + y + z = nn, n e N. Chúng minh ráng : 

eos 2 x + eos" y + cos 2 z -1 = (-1)” 2 eos x eos y eos z (1) 

Huáng dan giái 
Gqí biéu thúc ó vé trái cúa (1) lá A. Ta có': 

A = eos 2 x + ~(1 +cos2y +1 + cos2z) - I 

= eos 2 x + ^-(cos2y + cos2z) = eos 2 x + cos(y + z)cos(y - z) 

Tú giá thiét x + y + z = nn, suy ra : 

cosx - cos(nn - y - z) = eos (y + z - nn) = (-1)" eos (y + z) 

< 

eos (y + z) = cos(nn - x) = cos(x - nn) = (-1)" cosx 
Do dó : A - cosx[(-l) n eos (y + z)] + (-1)” coxcos(y - z) 

= (- 1 )" cosx[cos{y + z) + eos (y -z)] - (-1)" 2 eos xcosy cosz. 

Ghi chú : Vói n e N„ ta có : 

[sin(a ± nn) = (-!)" sina 
[cosía ± nn) - (-1)" cosa 

Vid{i 2: Cho hai góc nhon a vá b thoá mán diéu kién : 

J3sin 2a -2sin2b = 0 (1) 

|3sin 2 a + 2sin 2 b = 1 (2) 


Chúng minh : a + 2b - —. 
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Hteáng dan giái 


2 

Ta có : (1) «sin 2b = — sin 2a, (2) o eos 2b = 3 sin 2 a 
Do dó : cos(a + 2b) = cosacos2b-sinasin2b 


= cosa(3sin 2 a)-sina| ^sin2a 


= 3sin 2 acosa-3sinasinacosa -0 


Suy ra : a + 2b - — + kw 
2 

Vi a va b la hai góc nhpn nén ta có : 0 < a + 2b < ^ 


(3) 


Do dó, tír (3) suy rak = 0 « a + 2b = —. 

Vi du 3 : Chírng minh ráng néu 

| sin x - 2sin(x + y) 

x + y k e Z 

2 


tbi : tan(x + y) 


sin y 
eos y - 2 


O) 

( 2 ) 

(3) 


(Trích dé thi Dai hpc Thtrang myi, nánt 1998) 
Htrirng dan giái 

* Do giá thiét x + y^ + kTt, k e Z va do eos y - 2 *■ 0, nén (3) duye xác dinh. 

* Ta có : sin x - sin(x + y - y) = sin(x + y)cosy-cos(x + y)siny 
Do dó, tír (1) «(cosy - 2)sin{x + y) - cos(x + y)siny 


tan(x + y) = 


sin y 
eos y - 2 


Ghi chú : Néu hai góc x vá y thoá man giá thiét (1) thi x + y * — + kn. Thál 

v£y néu x + y = -^ + kir thi sin(x + y)-±l, suy ra sinx = ±2 (Vó lí). Do 
váy, có thé bó ból giá thiét (2). 
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Trong trirómg hgp dé bái chi cho giá thiét (1) hpc sinh phái biét suy ra diéu 
kifn x + y *■ + kir, k s Z. 


Vi du 4 : Cho 


fcos(a + b) = meosía - b) 

(1) 

[m - 1 , cosía- b) *■ 0 

(2) 

, 1-m 

tan a tan b = —— 

(3) 

1 + m 


Hiráng dan giái 



Ta có : 2cosacosb = cosía + b) + cos(a-b) 

- (m + l)cos(a - b) * O (do giá thiét (2)) 
Váy tan a vá tan b déu diroc xác djnh. 

(1) cosa eos b-sin asín b = m (eos a eos b + sin a sin b) 

=> (I + m)sinasin b = (1 - m) eos a eos b 
1 -m 


tana tan b = 


1 + m 


Vidy 5 : Cho a + b + c = — (1). Chúng minh : 

sin 2 a + sin 2 b + sin 2 c = 1 - 2sin a sin bsinc 
Dáo l^i, tim mói lien hé giCra a, b, c biét ráng chúng thoá man h$ thúrc (2). 


( 2 ) 


Huráng dan giái 

ti (sin a = cosíb + c) 
a + b + c = — =>< 

2 (cosa-sin(b + c) 

Dát E = sin 2 a + sin 2 b + sin 2 c -1. Ta có : 

E = sin 2 a + —(l -cos2b + 1 -eos2c) -1 = sin 2 a (cos2b + eos2c) 
2 2 

= sin 2 a - cosíb + c)cos(b - c) = sin 2 a -sinacos(b-c) 

= sina[cos(b + c)-cos(b-c)] --2sinasinbsinc (dpcm). 

Dáo l?i, giá sú a, b, c thoá mán diéu kién (2), ta có ; 

(2) <=> 1 - sin 2 a - sin 2 b - sin 2 c - 2sin asín bsinc = 0 

<=>(l -sin 2 a)(l-sin 2 b) -(sin 2 a sin 2 b + sin 2 c + 2 sin a sin bsinc) = 0 
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<=>(cosacosb)“ -(sinasinb + sino)" =0 

<b (eos a eos b + sinasin b + sin c)(cos a eos b - sinasin b - sinc) = 0 
o [cos(a - b) + sincj[cos(a + b) - sinc] = 0 


1) cosía-b) = -sinc =cos 


R) 


a-b=c+—+ k2tt 

<=> 2 , k e Z 

a - b = -c.-h k2rc 

2 


2) cos(a + b) - sin c = eos — c 

V 2 


a + b- — c + k27r 
<=> 2 , k e Z 

a + b = c — + k2n 

L 2 

Tóm l^i, giira a. b. c ta có mót trong 4 h£ thúc sau : 

a + b + c = — + k27t;a-b-c = — + k27i; 

2 2 

b-c-a= — + k2n ; c - a - b = — + k27i, (keZ) 

2 2 

III. LUYEN TÁP 

3.1 Cho (1 + tanaKl + tan b) = 2. Chúng minh : a + b = — + kit (k e Z) 

4 

3.2 Cho cota + cotb + cotc = cotacotbcotc 


Chúng minh: a+b+c=— + kft(keZ) 


3.3 Cho 


3sinb = sin(2a + b) 
sin b * 0 


Chúng minh: tañía + b) = 2 tan a. 

ísinx + sin y - 2sin(x + y) 

3.4 Cho K \keZ 

[x + y * krc 

X V 1 

Chúng minh tan — tan— = — 

2 2 3 

, _ sin 4 x eos 4 x I , sin 8 x eos 8 x 1 

3.5 Cho . +---. Chirng minh : —-— + — -- 

a b a + b a 3 b 3 (a + b) 
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Chu’O’ng 2. 

PHITONG fRlNH LUCfNG GIÁC 

A. KIÉN THÚC CO BÁN 


[. 

1. 

2 . 

3. 

4. 

II. 

1 . 


sin x-sinao 


PHlTONG TRINH LÜQÍNG GIÁC CO BÁN 

x - a + k2tt 

(keZ) ’ 

x = 7i-a + k2n 
eosx = cosa <=> x = +a +k27t (k e Z) 

tan x = tan a <=> x = a + krc (k e Z) 

cotx-cota o x = a +k7t (k e Z) 

PHl/ONG TRINH LlTONG GIÁC DÜA VÉ DANG CO BÁN 
Phirong trinh bác nhát doi vói sinx vá cosx 

Phurong trinh bác nhát doi vói sin x vá cosx lá phirong trinh có d^ng ; 

asinx + bcosx = c 
hoác: acosx +bsinx = c 

Cách ¡ : Düng góc phy 


( 1 ) 

( 2 ) 


Dát — = tan tp vái (p e 
a 


' Jt TZ 

y~2’2 


Néu a > 0 thi ta có : 

asinx + bcosx = c c=> \j a 2 + b 2 sin(x + (p) = c 

a cosx ■+ bsin x = c o V a 2 + b 2 cos(x -cp) = c 
Cách 2 : Dñng án phu 
Xét phtrcmg trinh khi x = tt + k2tt, k e Z 

Vói x / 7t + k2tt, keZ, dát t = tan —, ta dirgrc phirang trinh biic hai theo t : 

(c + b)t 2 - 2at + c - b - 0 
hoác (c + a)r - 2bt + c -a = 0 

Ghi chú : Diéu kién dé phtrang trinh (1) hoác (2) có nghiém lá : a 2 + b 2 > c 2 


27 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 

www.VNMATH.com 


2. 


3. 


4. 


Phirong trính ch¡ chira mót hám so lirgng giác 

Phuong irinh chi chúa mót hám so lugng giác lá phuong trinh có dang : 

f[u(x)] = 0 

vói u(x) = sinx hoác u(x) = cosx ho$c u(x)-tanx. 

Dát t - u(x), ta dirgc phuong trinh f(t)- 0. 

Phinmg trinh có dang f (sinx ± cosx, sinxcosx = 0) 

Dát : t = sin x ± cosx |t| < 2. Ta dugc phuong trinh dai so theo t. 
Phirong trinh dang cap theo sinx vá cosx 
* Phurcmg trính dang cap bpc hai: 

Phuong trinh dáng cáp bác hai có dang 

a sin 2 x + b sin x cosx + ecos 2 x = d 


Cách ¡ : Thay sin 2 x-—(l-cos2x), eos 2 x = — (1 + cos2x), 
2 2 


sinxcosx = -sin2x, 

2 

ta dugc phuong trinh bác nhát dói vói s¡n2x vá cos2x. 

• 71 

Cách 2 : Xét phuong trinh khi x = — + k?t, k e Z. 


Vói x — + krc, k e Z, chia hai ve cúa phuong trinh cho eos 2 x 0 rói dát 


t = tan x. 

* Phicffng trính dáng cap bgc cao : 


Düng án phy t = tan x sau khi dá xét phuong trinh khi x - — + krr, ke Z. 


III. GHICHÚ 

1. Nói chung, vi?c giái phuong trinh lugng giác cüng duge tién hánH nhu khi 
giái phuong trinh d$i só mót án, góm các buóc sau ; 

a) Dát diéu kign ban dáu (néu có); 

b) Rút ggn phuong trinh dá cho ; 

c) Giái phuong trinh cuói cíing ; 

d) So vói diéu kión ban dau dé chon nghiém. 
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2. Phircmg pháp dúng án phy : Khi sir dyng phLromg pháp düng án phu, các 
biróc tluíc hién nhu sau : 

G¡á¡ phuang trinh f [u(x)j = 0 (1) 

a) Dát t - u(x) 

b) (l) =>f(D = 0 (2) 

c) (2) » t e T 

d) (1) <=> u(x)eT. 

3. Ta con gáp mpt só phuromg trinh luQmg giác má ta khóng thé bien do» ve dang 
ca bán. Các phuang trinh náy sé dupc xét trong Van dé 5. duái dáy. 

Chíng han, vói phucmg trinh sin ax + cosbx = 2, ta có cách giái nhu sau : 

ísinax = 1 

sin ax + eos bx = 2 <=> < 

cosbx = 1 


B. Ví DU ÁP DUNG 

§ 4. PHU*0NG TRÍNH Ll/aNG GIÁC 
01M VÉ DANG CO BÁN 


I. PHl/ONG PHÁP 

* Düng cóng thúc lupng giác, bien doi phuang trinh di cho vé d^ng ca bán. 
Trong quá trinh bien dói, néu phát hipn ¡huta só chung thi dua phuang trinh 
vé dang phuang trinh tích só rói giái tiép. 

* Düng ánph\t néu phuang trinh có d^ng quen thupc. 


ii. ví Dy Áp dvng 

Vi du 1 : Cho phuang trinh 

sin 2 4x-eos 2 6x = sin(l0,5n + lOx) (1) 


Tim các nghipm thuQc khoáng 



(Trích dé thi D(ti hpc Duyrc Ha Npi, nam 1999) 


Hir&ng dan giái 


Nhán xét : 


x e 



=> cosx 


>0 


n 
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Tacó: sin(lO,57t + lOx) = sinj 10n + — + 10x 


= sinMOx + — J - coslOx 

Do dó : (I) <=> —(1 -cos8x)- —(1 +cosI2x) = coslOx 
2 2 


<=s — (cos!2x + eos 8x) +coslOx =0 
2 

o cosí Oxeos2x +coslOx = 0 
o cosí Ox (eos 2x + l) = 0 o coslOx eos 2 x = 0 


o coslOx - 0 (cosx > 0, Vx e | 0 ; — J) 

<=> l Ox = — + kit o x = — + ^(keZ) 
2 20 10 


* Các giá trj náy phái thoá man diéu ki?n 0 < x < —, nghTa iá : 
0 < —(1 + 2k)<T< = >o<l + 2k<10=>0<k<4. 


Do dó k chi nhán các giá trj : 0, 1, 2, 3, 4. 


Váy táp nghiém cüa phirong trinh (1) trén khoáng 0 ; 


n 3n 5-rt ln 9n 


0 ; f) lá: 


20 ’ 20 ’ 20 * 20 ’ 20 


Vi du 2 : Giái phuong trinh : 


;in 4 x + cos 4 x =— cotí x + — Icotl — -x I (1) 

8 l 3j •U ) 

(Trich de thi Dpi hgc Giao thóng van tai, nám 1999) 


Hu &ng dan giái 


Diéu ki?n ban dáu : 


k n 

x + — * iiti x * — + nrc 

1 o i 3 ox*- + /-(/e Z) 

71 71 6 2 

-x * mrt x *-m7i 

16 6 
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* Nhñn xét: 


71 


n 


Tí 


x + — +-x = - => cot x + — = tan 


H 


1 


* Ta có : sin 4 x + eos 4 x - 1 - 2sin' xcos" x 

= 1 sin 2 2 x =1 - — (1 -cos4x) = -cos4x + — 
2 4 44 

I , 3 7 1 ti 

Do do : (1) c--> —cos4x + — = - <=> cos4x = — - eos— 

4 4 8 2 3 

<=> 4x = ± — + k27i<=>x=±T- + — (ice Z) 

3 12 2 

Các giá tri náy déu thoá mán diéu kién ban dáu, nén dix<?c cháp nhan. 


Vi du 3 : Giái phirong trinh : 8eos" | x + — | = cos3x 


( 1 ) 


(Trich de ílti Dai hoc Quoc gia Ha Nói, K/ioiA, nam 1999) 
Hu áng dan giái 

Bát t — x + — => x — t - — ~^> cos3x = cos(3t - rt) = -cos3t 
3 3 

Phuong trinh (1) tró thánh : 

8 eos 3 1 + cos3t = 0 <r> 8 eos 3 1 + (4cos 3 1 -3cost) = 0 
(cóng thúc nhán ba) 

<=> eos t (4 eos 2 1 - 0 = 0 
o cost(2cost- l)(2cost +1) = 0 

a) eost = 0 <=> t = x + — = — + k:í « x = — + kn, k e Z 
3 2 6 


, . 1 7T 7C 

b) cost = — <=>t = x + — = ±— + k 27 t o 
2 3 3 


x = k2 7t 
2 tt 

x = -— + k27i 
3 


(keZ) 


. I 71 2tt 

c) cost = — <=> t = x + — -± — + k2n c=> 
2 3 3 


x — —f k 2 ji „ 

3 (k e Z) 

x = 7t + k2^ 
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Tóm lai, nghiém cúa phuang trinh (l) la : 

x = k7t; x - — + kn ; x = — + kit (k e Z) 

6 3 

Vi dfi 4 : Giái phuang trinh 

eos 2 2x + 2(sin x + cosx) 3 -3sin2x - 3 = 0 (1) 

(Trích de thi Dai hoc Quoc gia Tp. HCM, Khoi A, nám 1999) 

Hiróng dan giái 

Cách 1. 

Nhñnxét: 

1 cos2x = eos 2 x - sin 2 x = (cosx - sin x)(cosx + sin x) 
sin2x +1 = (sinx + cosx) 2 

Do dó : (i) o (sin x + cosx)'(cosx - sin x)' + 2(sin x + cosx) 3 

-3(sinx + cosx)' =0 

o (sinx + cosx) 2 [(cosx - sinx) 2 + 2(sinx + cosx)- 3 ] = 0 

, X 

a) sin x + eos x = 0 o tan x = -1 <=> x = — + krc, (keZ) 

4 

b) (cosx-sinx)' +2(sinx + cosx)-3-0 
o 1 - 2 sin x cosx + 2(sin x + cosx) -3 = 0 
o 1 + sin xcosx - sin x - cosx = 0 <=> (l — sin x)( 1 - cosx) -0 

x = —+ k2n 

2 (keZ) 

x = k2it 

Cách 2. 

D$t t = sinx + cosx =>|t| < V2. Ta có : t 2 =l + sin2x suy ra 
sin 2x = t 2 - i ; eos 2 2x - 1 - sin 2 2x = 1 —(t 2 —l) = 2t 2 -t 4 
Do dó :(1) <=> 2t 2 -t 4 +2t 3 -3(t 2 -l)-3 = 0 

<=> t 4 -2t 3 + t 2 = 0 o t 2 (t 2 - 2t + l) = 0 o t 2 (t -1)“ =0 
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a) l-0osínx + cosx =0ox--^ + kn (keZ) 


b) t = I o sin x + eos x = ] » 


\¡2 eos | x - T 


=1 


[ 71 71 

«> COS X- = eos — O 

4j 4 


x = — + k27t 

2 (k e Z). 

x - k2;c 


Tóm l<ii, nghi?m cüa phirong trinh (1) lá : 


x = - — + krt; x = — + k27i;x = k2it (k e Z) 
4 2 


Viilu 5 : Giái phirong trinh 


3sin x + 2cos x = 3(1 + tan x) - 


1 


cosx 


( 1 ) 


(Trích dé thi Cao dáng Supham Hit N()¡, nám 1999) 
Huáng dán giái 

* Diéu ki^n : cosx * 0 <=> x * + kx (k e Z) 

* (1) <=> eosx(3sinx + 2cosx) = 3sinx + 3cosx -1 

<=> cosx(3sin x + 2eosx - l) = 3sin x + 2cosx -1 
<=> (cosx - l)(3sinx + 2cosx -1) = 0 

a) cosx = l co x = k2rc (k e Z) 

b) 3sin x + 2cosx -1 = 0 (2) 

Nhñn xét: 

x = tí + k2rr (k e Z) khóng phái iá nghi?m cúa phircmg trinh (2). 


Dát t = tg—. Tir (2) suy ra : 


3t 2 — 6t — 1 =0 <=> 


t = 


3-2^3 

3 

3 + 2n/3 


LIJ0NG GIÁC - 3 
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Gqí a va (3 la hai góc thuóc | — ; — \ sao cho 


ti n 


3-2v/3 4 . 3 + 2^3 

tan a -, tan p =- 


Ta có : (2) o 


tan — = tan a 

2 


x 

tan — = tan 

2 


P 


x = 2a + k27t 
x = 2p+ k2rt 


(keZ) 


Tóm lai, nghi^in cúa phuang trinh (I) lá : 

x = k2ru ;x = 2a + k2ir ; x = 2p + k27t (k e Z) 

Vi du 6 : Giai phircmg trinh 

4(sin3x -cos2x) = 5(sin x -1) (!) 

(Trich de thi Dpi hpc Ludí Hit Npi, ndm 1999) 


Huúng dan giai 

(1) <=>4(3sinx — 4sin J x)-4(l - 2sin 2 x) - 5(sin x - l) = 0 
Dát t = sin x => -1 < t < I. Tír (1) suy ra : 

12t - 16t 3 - 4 + 8t 2 - 5t + 5 - 0 <=> 16t 3 -8( 2 - 7t -1 -0 

<=> (t - l)(l 6r + 8t +1) = 0 
<=> (t - l)(4t + I)” = 0 


a) t = sin x - I <=> x = — + k2n: (keZ) 


b) t = sinx = — o 
4 


x -a + k27t 
x = 7t-a + k2n 


(k e Z) 


(a e 


Tt 7C 

2 ' 2 


L 

va sin a = —). 

4 


Vi du 7: Giái phirang trinh 

sin 2 x(tanx +1)-3sinx(cosx-sinx) + 3 


(I) 


(Trich dé thi Dpi hpc Nong nghifp I, Khoi B, nám i999) 
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Hiróng dan giái 


* £>iéu kién : eosx/Oox/- + kit (ke Z) 

* Chia ha¡ vé cúa phuong trinh cho eos 2 x, ta duve : 

tan 2 x(tan x +1) = 3 tan x(l - tanx) + 3(l + tan 2 x) 
t = tan x, ta dirac phLrcmg trinh : 

t 3 + t 2 = 3t-3t 2 + 3 + 3r ot 3 + t 2 -3t-3 = 0 

't = -l 

o (t + ])(t 2 -3) - 0 « t = S 

t = -V3 


x = — + k2rr 
tan x = 1 4 

<=> tan x = V3 <^> x = ^ + ktt (k e Z) 

lanx = -VJ _ 

x - — + kre 

L 3 

Vi d¡4 H : Giái phuomg trinh 

5 + cos2x = 2(2-cosx)(sinx-cosx) (1) 

(Trich dé Ihi Dpi hpc Háng Itái Tp, HCM, nñm i999) 

Hir&ng dan giái 

(1) <=> 5 + 2eos 2 x - 1 - 2(2sinx — 2eosx - sinxeosx + eos 2 x) 
o 4 = 4(sin x - cosx)- 2sin xeos x 

<=> 2sinxcosx - 4{sin x -cosx)-+ 4 = 0 (2) 

Dat t - sin x - cosx => |t| <\¡2 va t 2 = 1 - 2sin xcosx 
Tír (2) suy ra : 

. .2 .. . „ . . .2 , . i f t = 1 (nhán) 


t-t" -4t + 4 = 0or + 4t - 5 = 0 o 
Vói t = 1, ta dirac : 
sin x -eosx = 1 o \fí sin^x j = l 


t = -5 (loai) 


( K 

. TC 

X- 

= sin— 0 

l 4 j 

4 


x - — + k 2 tc 

2 (k e Z) 

x = 7t + k2rc 
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Vidu 9 : Giái phurcmg trinh 

sin x - 4 sin 3 x + cosx = 0 (1) 

(Tríeh de thi Dpi hpc Y Ha Nñi, nñm 1999) 

'Hirórtg dan giái 

Có thé xem (l) lá phirong trinh dáng cáp bác ba. 

Nhán xéi: eos x = 0 khóng thoá man phiromg trinh (t). 

Chia hai vé cúa phuong trinh (1) cho eos 3 x, la dugre : 

tan x(tan 2 x + l)-4tan 3 x + tan 2 x +1 = 0 
Bát t = tan x, ta diroc phuong trinh : 

t 3 + t - 4t 3 +1 = 0 o 3t 3 -1 2 - t - I = 0 

o (t - l)(3t 2 + 2t +1) = 0 
<=> t = l (vi 3t 2 +2t + t >0, Vt) 

•o tan x = 1 o x = — + kn (k s Z) 

4 

Vi du 10: Giái phircmg trinh 

2sin 3 x - cos2x+ cosx - 0 (1) 

(Trich de thi Dai hgc Nong nghifp I, Khoi A, nam 1999) 

Huráng dan giái 

(1) <=> 2sin 3 x — (l -2sm 2 x) + cosx = 0 
<=> 2sin 2 x(l +sin x) — (l -cosx) = 0 
o 2(1 -cosx)0 +cosx)(l + sinx)-(l -cosx) = 0 
o (l - cosx)[2(l + cosx)(l -+-sin x) — l] = 0 

a) cosx = 1 <=> x - k2n (k e Z) 

b) 2(l + cosx)(l + sinx)-l = 0 o2(l + sin x + cosx + sinxcosx) -1 = 0 

« I + 2sin xcosx + 2(sinx+ cosx)-0 (*) 

<=> (sinx + cosx) 2 +2(sinx + cosx) -0 
e=> (sin x + eos x) (sin x + eos x + 2) - 0 
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<=> sin x + cosx = 0 (do ¡sin x + cosxl < \¡ 2 ) 

<x> tan x - -1 ox = -— + kn: (keZ) 

4 

Tóm lai, phirong trinh (1) có nghi^m lá : 

x = k2ic va x = — + kn (k e Z) 

4 

Ghi chú (*) : 

Có thé giái báng cách dát: t = sin x eos x, |t| < \¡ 2 . 

Ta duac phircmg trinh ; t(t + 2) = 0 <=> t - 0. 

III. LUYEN TÁP 

4.1 Giái pliircmg trinh : sin 6 x + eos 6 x = 2(sin 8 x + cos s x) 

' (Trich dé thi Dai hgc Quite gia Ha Nyi, ndm ¡999) 

4.2 Giái phurcmg trinh : sin 6 x + eos 6 x = — 

16 

(Trich dé thi Dai ¡toe Hué, ndm 1999) 

4.3 Giái phiromg trinh : sin J xcos3x + eos 3 xsin3x = sin 3 4x 

(Trich dé thi D(ii hoc Ngogt ihutrng, Khoi A, ndm 1999) 

. , , . . _ -> eos 2 x-eos 3 X-1 

4.4 C ho pluiong trinh : eos 2x - tan" x =-^- 

eos" x 

a) Giái phircmg trinh tren. 

b) Tinh tóng tát cá các nghi^m cüa phtrong trinh trén thoá man 0 < x < 99. 

(Trich dé thi D(ii ¡toe Thái Nguyén, Khoi A & B, ndm 1999) 

4.5 Giái pliuong trinh : cos2x - \¡3 sin 2x - \¡2 sinx - cosx + 4 = 0 

(Trich dé thi Hoc vién Ki thiuit quán su, ndm J99H) 

x 

4.6 Giái phiromg trinh : 2 + cosx = 2tan — 

(Trich dé thi Hoc vién Ngdn himg, ndm 199H) 

4.7 Giái plurcmg trinh : tan 3 |^x| = tan x -1 

(Trich dé thi Hoc vién Cóng ngh(> BCVT Tp.HCM, ndm 1999) 
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4.8 Giái phircmg trinh ; eos 3 x + eos 2 x + 2sin x - 2 = 0 

(Trich de ihi Hoc vi?n Ngán háng, nám 1999) 

. „ _... , , , _ 3 3(l-sinx) „ ->( n n 

4.9 Giai phifomg trinh : 3tan x-tanx +-^-seos"- 

eos' x v 4 2 

. (Trich dé thi Dai hoc Kién truc Ha Nói, nám 1999) 

4.10 Giái phircmg trinh : eos 3 x + sin x -3cosxsin 2 x - 0 

(Trich de thi Dai hoc Hué, Khói A & B, nám 1998) 



§5. PHU’O’NG TRÍNH LIPOWG GIÁC 
CHIPA ÁN Ó MÁU 


i. PHÜONG PHÁP 

1. Cách giái phiromg trinh chura án ó máu góm ba burée : 

a) Dál diéu kién xác djnh ; 

b) Rút gon phuorng trinh da cho rói giái phirang trinh cuói cñng ; 

c) Dói chiéu diéu kipn xác djnh dé chpn nghiém. 

2. Dói vói phirang trinh lirgrng giác, vipc ch<?n nghiém (nhán nghiém nao, lo^i 
nghiém nao) dói khi rát phúc tap. Tuy theo tirng bái toán, ta dimg phuo'ng 
pháp dai só hoác phirong pháp hinh hoc. 

Giá sur ráng : 


* Diéu kién xác dinh la : x *■ x 0 + 
nguyén dircmgdá biét. 


m27t 


trong dó m e Z vá p lá mpt só 


k2tt 


* Phiromg trinh có mpt.hp nghiém lá : x = a + 

n 

mót só nguyén dirong xác dinh. 

- Phuorng pháp dai so : 

* Nghiém x k bi loai khi vá chi khi : 


trong dó k e Z vá n lá 


3m eZ,a + 


k2tt 


m2rr 


* Nghiém x L dugre nhán khi vá chi khi : 


Vm eZ,a + 


k2n 


■ * x o + 


m27r 
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- Phutrng pháp hmh hoc : 

* Diéu k¡én x * x 0 + nghía la tren durcrng trón luong giác có p diém 

P 

G t , G,, G 3 ,..., G p khóng thé lá ngon cúa bát cír cung nghiém nao cua 
phirong trinh. 

Dát L - jG |( G 2 , G 3 ,G p | (tápcác diém bi loai) 

* Hé nghiém x k = a + dirgc biéu dién báng n ngon cung nghiém tren 

n 

diróng trón lirgmg giác. 

Ngon cung nao thuóc L thi bj loai, tr'ái lai thi dirgc nhán. 

II. VÍDUÁPDUNG 

i — eos 2x 

Vi dy 1: Giái phircmg trinh 1 + cot 2x =-^- (1) 

sin~2x 

(Trich dé thi Dai hpc Supham Vinh, nam 1998) 


Huáng dan giái 


* Diéu kién xác dinh : 

sin 2x * 0 o 2x * mx (m e Z) 
mn 

oxr — 

2 

Táp các diém bj lo?á góm 4 diém (Hinh I) 

* Khi dó, ta có : 

(1) o sin’ 2x + cos2x.sin 2x = I-cos2x 



<=> eos 2 2x -cos2x.sin2x - eos 2x = 0 <=> cos2x(cos2x -sin2 x-l) = 0 
ti 7í kn 

a) eos 2x = 0 o 2x - — + kx (k e Z) o x = — + — (nhán). 

2 4 2' 


b) cos2x - sin 2x = 1 o V 2 cos[ 2x+ — =1 

4) 


i _ 71 I 71 

o eos 2x + — = eos— o 
4) 4 


2x + — - — + k27i 
4 4 

_ 71 TT . _ 

2x + — - — + k 27T 
4 4 


(ke Z) 
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x - k7t 


(loai) 


7 t (k e Z) 

x =— + kn (nhán) 

4 

* Tóng hgrp các két quá tren, la dirgc nghi^m cúa phircmg trinh lá : 

tt kti .. 

x — — +— (k e Z) 

4 2 


Vi du 2 : Giái phuong trinh 


cosx-2sinxcosx 
2eos 2 x + sin x -1 


= VÍ 


(') 


(Trích de thi Dpi hoc Nóng nghigp I, Khoi B, nám 1998) 


Huáng dan giái 

* Ta có : 

2eos 2 x + sin x -1 - 0 <=> cos2x + sinx = 0 

7T ' 


o cos2x = -sin x = cos| x+ — 

2 


o 


2x = x + — + m27t 
2 

2x = -x - — + m2jr 
-> 


(m e Z) 



x = — + m2n 

2 n 2n 

<=> x = — + m — 
n m2jr 6 3 

x = — +- 

6 3 

Do dó diéu kién xác djnh lá : 

n m27í 

x / — +- 

6 3 

T?p các diém bj 1o$i góm 3 diém (Minh 2) 
* Khi dó, ta có : 

(1) <=> cosx - sin 2x = %/3cos2x + sin x 


<=> %/Tcos2x + sin2x = cosx -%/3sinx <=> cosí 2x - — = eos x + — 

6) { 3 


(*) 


2x= x + — + k2ít (loai) 
6 3 

2x-- = -x-- + k2ir 
6 3 


(k e Z) 
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<=> x = —— + (nhán) (k e Z) 

18 3 


* Tóm la¡, phuong trinh có nghifm la : 

n k2n 

x = -+- 

18 3 

Vidu 3 : Giáí phuang trinh : 

col" x - tan' x 


(k e Z) 


cosZx 


= 16(1 +cos4x) 


( 1 ) 


(Trích de thi Dai Itpe Gitio thong V(in tai, niint 1998) 
Hu &ng dan giái 


Diéu kién xác dinh : 


f sin x * 0 
eosx /O o 
cos2x *= 0 


x * trm 


nTr 


x * — + mi o x * —- (n e Z) 


ji mi 

x ¿ — +- 

4 2 


* _ i ■> eos'x sin 2 x eos 4 x-sin 4 x 

♦Taco: cotg'x-tg'x = —^-— = ——-s— 


sin x eos x sin" xeos x 
4(cos 2 x - sin 2 x) 4cos2x 


sin' 2x 


sin' 2x 


Vói dicu ki^n xác dinh, la có : 
4 


(1) o 


16(1+ cos4x) 4sin’ 2x(l + cos4x)= 1 


sin' 2x 

<=>2(1 -cos4x)(l + cos4x) = lo2 - 2 eos 2 4x = 1 


o 2eos" 4x - 1 - 0 <=> cos8x = 0 <=> 8x = — + lar (keZ) 

2 

o x = — + — = (2k +1)— 

16 8 16 

♦ Các giá trj náy déu thoá man diéu kien xác djnh vi : 

(2k + l)— z n— <=> 2k + 1 * 4n (dúng vói moi k, n e Z) 
16 4 

Váy plurong trinh có nghi^m la : x = ^ (k e Z) 
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, , , sinxcot5x , 

Vi du 4 : Giai phirong trmh -= 1 

cos9x 


( 1 ) 


(Trích dé ihi Dai hoc Hué, Kltoi A,.nám 1999) 
Hu&ng dán giái 


4 Diéu kipn xác dinh : 

fsin 5x ± 0 
cos9x ^ 0 


c=> 


X * ■ 


m7r 

5 


(m e Z) 


x *(2m + 1)— 
18 


* Khi dó ta có : 

(l) o sinxcos5x = sin5xcos9x o sinóx -sin4x = sin I4x-sin4x 
o sin 14x = sinóx 

k 7C 

a) 14x - 6x + k2rc <=> 8x = k2n: (k e Z)<=> x = — = x k 
Nghiem x k bi lopi trong các trircrng hgrp sau : 

* — = —o5k = 4niok = 4n (n e Z) 

4 5 

* — = (2m +1) — c=> 9k - 2(2m +1) 

4 18 

o k = 2(2n + l) (n e Z)ok=4n + 2 

Nhir váy nghiem x k dupc nhan khi va chi khi k có dang k =4n + l hoác 
k = 4n + 3, nghta lá k = 21 + I (le Z). 

Tóm lai, phirang trinh có mót ho nghiem lá : 

(21 + 1)71 71 In •, 


x = 


= - + —(/€ Z) 
4 2 


b) 14x = t: - 6 x + k27t <=> 20x = n + k27r 


ce> x = — + — = (2k +1)— (keZ) 
20 10 20 


Ta có : 
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* (2k + l)— *(2m + l)— o9(2k + l)*10(2m + l) 
20 .18 


<=> 18k * 20m + 1 (dúng Vm, k e Z) 

* Tóm lai, phuang trinh có nghiém lá : 

K ln n 

x = — + — (/eZ) 

4 2 

rt k7t 

x- — + — (keZ) 

20 10 

Ghi cha : Có thé chúng minh du(?c ráng táp các nghiém k-(2k + l)^ 

chúra táp các nghiém x=(2/ + l)—. Do dó, nghiém cüa phurcmg trinh lá : 

4 

K klt V. 

x —- h — (k e Z) 

20 10 


Vidu 5 : Giái phucrng trinh : 


2tanx + cotx -V3 + - 


sin 2x 


0) 


(Trích dé thi Dai hpc Ngoai thucrng, nam 1997) 
Huáng dan giái 


* Diéu kién xác dinh ; sin 2x * 0 o x *- (m e Z) 

2 

. , sinx cosx 2 

* 1 a co : tan x + cot x =- 1 - 


cosx sinx s¡n2x 
Do dó : (1) o tan x -_\¡3 x - ^ + kn (k e Z) (nhán). 


III. LUYEN TÁP 


5.1 Giái phuang trinh : 2tanx + cotx = 2sín2x + — 


I 


5.2 Giái phuang trinh : 


sin 2x 

(Trích dé thi Dai hpc Quoc gia Ha No¡> Khoi A, nam 199H) 

1 s¡2 (cosx-sinx) 


tanx + cot2x cotx-1 

(Trích dé thi Dpi hoc Bách khoa Ha Noi, nam 1998) 
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. . sin" x -2 x 2 x 
5.3 Giai phuong trmh : -= tan — 

■ 2 . 2 x 2 
sin x-4cos — 

2 


(Trich dé lili Dpi hpc Cóng ¿toan, ndm 1998) 


5.4 Giái phircmg trinh : 


sin 4 2x + cos 4 2x 


tan | - x | tan 

4 


+ x 


= eos 4x 


(Trich dé thi Dai hpc Xdy dung, ndm 1997) 


5 + 4sin 


í 3it 


5.5 Cho phtrong trinh : 


'v 2 


sin x 


6 tan a 
i + tan I. 2 a 


1. Giái phirang trinh vái a - —, 

4 

2. Xác drnh a dé phuang trinh có nghiém. 

(Trich dé thi Dpi h(>c Kién truc Ha Noi, ndm 1998) 


§ 6. PHU’ONG TRÍNH LU’QNG GIÁC CHIPA GIÁ TRj 

TUYÉT DÓI HOÁC CÁN THLPC 

• » 

I. PIIUONG PHÁP 

Tucmg tu nhir ó phtrcrng trinh dai só inot án, ta tim cách khú dáu tr¡ tuyét dói 
hoác dáu can thirc, rói giái tiép. 

1. Muón khú dáu tri tuyét dói hoác dáu can thirc, ta thuang düng quy tac binh 
pluromg. Can nhó: 

Ncu a > 0 va b > 0 thi : a = b c=> a 2 = b 2 

2. Muón giái phuoiig trinh chira giá lr¡ tuyét dói, ta cón düng phirang pháp 
khoang. Hoc sinh can nám vürng các khái niém vé dáu cua các giá tri hrang 
giác vá chiéu bien ihién cita các hám sá hrang giác. 

II. VÍ DV ÁP DIJNG 

Vi du 1: Giái phuang trinh 

Icos x + sin x|+ |sin x-cosxl - 2 (1) 

(Dai hoc Quoc gia Ha Pipi, Khói D, nám 1999) 
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Htt/mg dan giái 


(1) <=> \Í2 


eos 

íx-*l 

+ s¡2 

■ ( n) 

sin x — 


l 4 ) 


l 4 J 


- T 


71 

COSI X- 

4 




í 71 ) 

+ 

sin 

x ~~ 

l 4) 


■ ( n "1 


\ n) 

sin x — 


eos X- 

l 4 J 


V 4) 


= 2 


sin | 2x — 
2 


= 1 <=> Icos 2x1 = 1 <=> cos2x -±1 <=> 2x - k7t (k e Z) 


<=> x = — (k e Z) 
2 


Vi du 2: Giái phurcmgtrinh ; 2cosx-¡sin x| = 1 (I) 

(Trich dé thi Dai hpc Dan láp L(ic fífong, nám ¡998) 


llirímg dan giái 


(1) « 2 eos x -1 = |sin x| o 


1 


1 

cosx > — 
2 


(2cosx -0" =sin 2 x 


cosx > — 
2 


<=> cosx = — = cosa o x = +a + k2x (k e Z) 

5cos 2 x - 4cos \ —0 


Vi du 3 : Giái phirong trinh : Icotxl = tan x + — 


sin x 


* Diéu ki^n xác djnh : 


Ihráng dan giái 

ísinx/0 irm , 

; o x * — (m e Z) 

eos x/0 2 


* Khi dó cotx * 0. Xét hai trirong hgp : 
a) cot x > 0: 

... 1 eos 2 x-sin 2 x 1 

(I) <=> cot x - tan x --<=>-=- 

sinx sinxcosx sinx 

<=> 2eos 2 x - I = cosx <=> 2eos 2 x - cosx - 1 - 0 

cosx = l (loai, do diéu kién xác dinh) 

1 2k 
cosx = — = cos— 

2 3 
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x--^ + k27r (loai, do cot x > 0) 

2 Tí , _ 

x =-+■ k 27 t 

3 


ox = -^- + k2ji (k e Z) 


b) cot x <0: 


(I) <=> -(cot x + tanx) =- o -- -- 

sinx sin x eos x sinx 

<=> cosx = -I (lofli, do diéu ki?n xác djnh) 

Tóm lai, phircmg trinh có nghiem la : 

-x 

x = —— + k2rt (k e Z) = 0 
3 

Vidu 4 : Giái phirong trinh : 

sin 2 2x + eos 4 2x -1 
Vsin xcosx 

(Trich dé thi D(ii hoc Nóng nghifp i, Khoi A, nám 1998) 


Htráng dan giái 

* Diéu ki<*n xác djnh : sin xcosx > 0 <=> sin2x > 0 
(1) <=> sin 2 2x + eos 2 2x - 1 = 0 o eos 4 2x - eos 2 2x = 0 
<=> eos 2 2x(cos 2 2x -l) = 0 eos 2 2x.sin 2 2x = 0 


<=> cos2x = 0 (vi sin2x > 0) <=> 


2x - —b k2rr 
2 


2x = + k2;t (loai,do sin 2x > 0) 


o x = — + krt (keZ) 

4 

Vi du 5 ; Giái phirong trinh : 

Vcos2x + J I + sin 2x = 2Vsinx + eos x (1) 

(Trich dé thi Dai hoc Dán l(ip Phu trng Dong, Khoi A, nám 1999) 


Hu img dán giái 

Phurang trinh (1) tuong dirong vói : 

v/(cosx + sinx)(cosx - sinx) +>/(cosx + smx) 2 = 2\/cosx + $inx 
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* Dicu ki£n xác dinh : 


[eos x + sin x > 0 
[cosx - sin x > 0 
* Nhgn xét: Phirong trinh (1) dupc thoá man khi : 


eos x + sin x = 0 <=> x = — + ktr. (k e Z) 

4 


Veri x * — + kíi (k e Z), diéu kién xác dinh tro thánh : 
4 

Khi dó ta có : 

O) o n/cosx - sin x + Vcosx + sin x = 2 

<=> eos x - sin x + eos x + sin x + 2 Veos 2 x - sin 2 x =4 


eos x + sin x > 0 
cosx - sin x > 0 


o 


cosx + Veos2x = 2 o 


cosx = 1 


cos2x = 1 
Tóm l^i. phuong trinh có nghi^in lá : 


eos x = 1 
sin x = 0 


cí> x = k2tt (k'e Z) 


x = — + kir vá x - k27t (k e Z) 
4 


III. LLIY$NTAP 

6.1 Giái phirorng trinh : 1 + sin 2x = Icos x - sin x| 

(Trich dé thi Dgi hgc Hong Díte, nám 1998) 

6.2 Giái phuong trinh : 1 -4sin2x =|sinx-cosxl 

6.3 Giái phuorng trinh vói x e 



6.4 

6.5 


tan 2 x 


tan x 


Itanx-ll ltanx-1 


-|tan; 


(P/tóng theo dé thi Dgi hgc Thuy san, niim 1998) 


4 x ■> 

eos- -COS'X 

Giái phurorng trinh : - . ^ — = 0 

vi - tan 2 x 

(Trich dé thi Dgi hgc Y -Duge Ha Ngi, nam 1998) 

Tim các só x e (0 ; 2 ti) (túc lá 0 < x < 2jt) thoá man : 


sin3x-sinx _ . _ 

— . — = cos2x - sin 2x 

n/ 1 -cos2x 

(Trich dé thi Dgi hgc Kiith té - Kién truc Tp. HCM, nám 1996) 
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§ 7. PHUmiG TRÍNH LIPQNG GIÁC CHIPA THAM SÓ 

I. PIIÜONG PHÁP 

Nó¡ chung, muón giáí va bien luán phuang trinh iugng giác chira tham só, ta 
düng án phu. 

* Bien dói phuang trinh da cho vé dang : 

f[<p(x),m] = 0 (1) 

trong dó (j)(x) la mgt hám só Iugng giác cüa x, x e 'W. 

Dát t = <p(x). 

Gq¡ E la mién giá trj cüa hám so cp(x), xe Vl\ The thi t e E. Tur (l), suy ra 
phuang trinh : 

f(t, m) = 0 (2) 

* Bái toán "Giái va bien luán phuomg trinh (1)" tró thánh giái vá bien luán hp : 

íf(t,m) = 0 (2) 

[te E 

II. VÍ DV ÁP DVNG 

Vidu 1 : Tim mpi giá trj cüa m dé phucmg trinh sau có nghipm : 
mcos2x-2(2m + 3)cos 2 x + 2m + 2-0 

(Trích dé thi Dgi hoc Da Lgt, Khoi A & B, nám 1998) 

Htráng dan giái 

* Phuang trinh dá cho tuang duang vái : 

mcos2x -(2m + 3)(cos2x +1) + 2m +2 = 0 

(m + 3)cos2x + 1 = 0 (I) 

* Bat t = cos2x tc[-l ; l]. 

Tú (!) suy ra : 

(m +3)t + 1 =0 (2) 

* Ta tim m sao cho phuang trinh (2) có nghipm t e [-1 ; l] 
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* m = -3=> (2) vó nghiém. 

* Vói m * -3, ta có : 

(2) t = — 

m + 3 

-] 


-1 

m + 3 


e [—t ; !]<=> 


m + 3 
-1 


■< 


>-1 


fm á-4 
I m > -2 


m + 3 

Vidg 2 : Cho phucrng trinh : sin 4 x + c«s 2x + mcos 6 x ^ 0 

1) Gíái phucmg trinh khi m = 2 ; 

2) Tim các giá trj cúa m dé phircrng trinh có nghiém tren khoáng |^0 ; ~ J. 

(Trich de tfti Dai hoc Thuy san, nám 1999) 
Hir&ng dan gíái 

Phucmg trinh da cho tuong duotig vói : 

(l-cos 2 x) + 2cos’ x -1 + mcos 6 x = 0 
<=> eos 4 x + mcos 6 x = 0 c=> eos 4 x(mcos 2 x + l) = 0 (I) 

1) m = 2 : (1) o eos 4 x(2cos 2 x + ]) = 0 


<=> eos x = 0 o x = - + kn (k € Z) 
2 


2) eos 4 x(mcos 2 x + i) = 0 


Tim m sao cho (I) có nghiém x e) 0 ; — 


* Dát t = eos 2 x, x ej^O ; ^ 
Tü(l)suyra: t 2 (mt + l) = 0 


( 1 ) 


^ t€| 2 ;1 


't = 0 
mt +1 = 0 


( 2 ) 


(1) 


* Nghiém t = 0 khóng thupc khoáng | —; 1 |. Do dó ta (im m sao cho 


phucmg trinh (3) có nghiém t e | — ; 1 


LÜCING GIÁC - 4 
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* m = 0 => (3) vó nghiém. 

* Vói m * 0, ta có : (3) t = — 


1 , m +1 . rr,_ . , 

- <1 - >0 m <-\ 

* -el— ;lp m o <1 m o m>0 o -2 < m < -1. 

m U ) 11 m + 2 n L 

-> - —— <0 -2 < m < 0 

l m 2 2m k 

Vi dy 3 : Cho phucmg trinh : 

(c.osx + l)(cos2x- mcosx) = msin 2 x (1) 

1) Giái phucmg trinh khi m = -2. 

, , „ 271 

2) Tim m dé phucmg trinh có dúng hai nghiém thuóc dogn 0;— . 

(Trích dé íhi Dai hyc Quóc gia Tp. HCM, Kit oí D, tuim i999) 
fluáng dan giái 

( 1) « (cosx + l)(cos2x - mcosx) = m(l + cosxXl - cosx) 

o (cosx + l)(cos2x - m) = 0 c? (cosx + l)(2cos~ x - m -1) = 0 (2) 

1) m - -2 : (2) <=> (cosx + l)(2cos 2 x + l) = 0 

o cosx = -1 ox = n + k2n (k e Z) 

2) (cosx + l)(2cos 2 x - m -1) = 0 (2) 


Tim m sao cho (2) có dúng hai nghiém x e j^0 ; — 


D§t t =xos x, x e 0 ; — => t e — ; 

L 3 I L 2 


Tír (2) suy ra 


(t + l)(2t 2 -m-l) = 0 


t = -l 
2 _ m +1 
. ~~ 2 ~ 


Nghiém t = -1 khóng thupc doan j^-— ; 1 . Do dó ta tim m sao cho 


phucmg trinh (4) có hai nghiém phán biét 
le ~;1 cho dúng mpt nghiém x e To ;) 


iét t e ; 

L 2 


(niói nghiém 


50 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 

www.VNMATH.com 


* in < -1 khóng thoa man ycu cáu bái toán. 


* Veri m > -1, ta có : (4) <=> t = ± 


* Diéu kién lá : 



2 m +1 t 1 

,_ o,--<-c=>m<— 

fm + 1 1 V 2 2 2 

f-r*- 2 


Tóm lai, giá trj cúa m cán tim iá : -1 < m < - —. 

Vidu 4 : Giái vá bien luán theo tham só m phirorng trinh : 


mcot g2x = 


eos 2 x - sin 2 x 
eos 6 x + sin 6 x 


(Trích dé thi Dai hyc Xñy dyng, nám 1998) 
Huintg dan giái 


* Diéu kién xác dinh : sin 2 xí0oxí - (m e Z) 

2 

* Phuopg trinh da dio tirong durerng vói : 

mcos2x cos2x 
sin2x cos 6 x + sin 6 x 

<=> cos2x[m(cos 6 x +sin 6 x)-sin2x] = 0 

A * JT . 7C le A 

a) cos2x = 0o2x = — + kti<=>x = — + — (k e Z) (nhan). 


b) m(cos 6 x+sin 6 x)-sin 2x - 0 


3 . , 


Ta có : eos 6 x + sin 6 x = 1 -3sin 2 xcos 2 x =1 —sin 2 2x 

4 


I 3 -> i 

Do dó : (2) « m 1—sin : 2x -sin2x = 0 
\ 4 ) 


o 3msin 2 2x + 4sin 2x - 4in - 0 
Dál t = sin 2x ^ t e [-1 ; l] \ 10}. 
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Tír(3)suyra; 3mr + 4t - 4m - 0 (4) 

Ta giái va bien luán (4) vói t e [-1 ; l] va t * 0. 

* m = 0 => t = 0 (loai). 

* Vái m * 0, ta có : 

A' = 4 + 12m 2 > 0 => (4) có hai nghí?m trái dáu la : 

—2 — VT —2 + Va 

1 3m ’ 2 3m 

(Ltru y : m > 0 => t, < 0 < t 2 ; m < 0 :=> t 2 < 0 < t,) 
f (l) = -m + 4 ; f(-l) - -m -4. 

* Nhán xét 1 : 

P = t,.t, =-y => [t,.t,| > 1 . 

Do dó phuang trinh (4) khóng thé có hai nghiém t, va t 2 sao cho : 
-l<t, <t 2 <1. 

Nhu váy phuang trinh (4) có nhiéu nhát mót nghiém 

te[-l; 1]\{0} 

Phuomg trinh (4) có dúng mgt nghiém thoá man yéu cáu khi : 

fi(-l ).f( I) < 0 (-m + 4)(-m - 4)<0o-4<m<4, 

* Nhán xét 2: 

m = ±4 => t = ±1 => sin 2x = ±1 => cos2x = 0 


Váy khi m = ±4, phuang trinh (4) có nghi?m x ~ ^ + da nói a phán a). 

Vói diéu kicn -4 < m < m, ta có : 

[f (-0 = -m - 4 < 0 
] f (1) - -m + 4 > 0 

Do dó : 0 < m < 4 => t, < -1 < t-, < 1 (nhán t 2 ) 

-4 < m < 0 => t 2 < -1 < t, <1 (nhán t,) 

* Két luán : 

ti kjt 

Vói mgi in e R : (1) có nghiém x = — + — 
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0 < m < 4 : (1) có thém nghiém x tucmg úng vói t = t,. 

~4 < m < O : (1) có nghi?m x tircmg úng vói t = t,. 

Vidu 5 : Cho phucmg trinh : sinx + mcosx-1 (1) 

1) Giái phucmg trinh (1) khi m = -%/3 ; 

2) Tim các giá trj cúa m dé mpi nghiém cüa phucmg trinh (1) déu lá nghiém 

cúa phucmg trinh : m sin x +eos x~m 2 (2) 

(Trích dé thi Dpi hpc Mó — Día chai, nám 1998) 


Hitáng dan giái 

I) sinx-V3cos,x = l<=>2sinl x-yj = 1 


o sin | x — [ — — = sin — <=> 
3 


x = — + k27t 
2 

7w . . 
x = — + k2n 
6 


(ke Z) 


2) Nhfin xét: 


Phucmg trinh (1) luón có nghiém x- — + k2tt vói mpi me R, 


Diéu kién cán . x = — thoá man (2) o 
2 


m = 0 
m = 1 


Dáo Igi : 

í(l) o sin x = 1 

* m = 0 : < 

[(2)o cosx - O 

Yéu cáu bái toán dugre thoá man. 

* m = 1 : (1) vá(2): sinx + cosx = 1 (thoá man yéu cáu) 
Váy giá trj cúa m cán tim lá : m = O vá m = 1. 


III. LUYEN TÁP 

7.1 Cho f (x).= 3cos 6 2x + sin 4 2x + cos4x-m. 

1) Giái phucmg trinh f(x)-0 khi m = O ; 
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2) Cho g(x) = 2cos 2 2xv3cos 2 2x +1. 

Tim m sao cho phucmg trinh f(x) = g(x) có nghiém. 

(Trích dé thi Dai hgc Can Thcr, Khoi A & B, nám ¡999) 

7.2 Cho phucmg trinh ; cos3x + 2sin 2x + mcosx = 0 

1) Giái phirong trinh khi m = -2 ; 

2) Xác djnh m dé phiromg trinh có nghiém x thuóc khoáng 

(Trích dé thi Dpi hpc Má Bán cóng, Tp. HCM - Khoi D¡, nám 1999) 

7.3 Cho phucmg trinh sin3x = msinx + (4 -2m)sin 2 x. 

1) Giái phuang trinh khi m = 3 ; 

2) Tim m dé phirong trinh dá cho có va chi có 5 nghiém thuóc do^n [0 ; 2n]. 

(Trích dé thi Vién Dai hpc Má Ha Npi , khoi A, B, nám 1999) 

_ . . . . msinx-2 mcosx-2 

7.4 Cho phucmg trinh : -=- (l) 

m - 2 eos x m - 2 sin x 

1) Giái phirong trinh (1) khi m = 1 ; 

2) Khi m * 0 va m*±V2, phucmg trinh (1) có bao nliiéu nghiém nám 
trong doan' [20n ; 30 tc]. 

(Trích dé thi Dpi hpc Can Tita, khoi A, nam ¡998) 

7.5 Xác djnh a dé hai phucmg trinh sau tuang duomg : 

2sinxcos2x = 1 + cos2x + cos3x 

4eos 2 x -cos3x = acosx + (4 - a)(l +cos2x) 

(Trích de thi Dai hpc Y —Durffc Tp. HCM, nám 1998) 

§ 8. CÁC PHimNG TRINH LITONG GIÁC KHÁC 

I. PHÜONG PHÁP 

Có nhürng phuong trinh lugmg giác khóng thé dua vé dang ca bán báng cách 
bien dói luong giác. Muón giái nhíirng phucmg trinh nay. ta dimg các phuong 
pháp giái phuang trinh dai só dác biét. 
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i. 


2 . 


Phurong pháp dung bal dáng thirc 

Xét phoong trinh f(x) = g(x), x e C/ 

Ncu Vx e r /' ta có f (x) > h va g(x)< h thi : 


Cháng lian la có : 


f (x) = g(x) o 


J” f (x ) — h 

[g(x) = h 


* 


sinax + cosbx = 2 o 


[sinax = 1 
[cosbx- 1 


* sinaxcosbx = 1 c=> 


ísinax -1 
[cosbx = 1 
[sinax = -1 
Icosbx=-1 


Phirtmg pháp kháo sát hám so 

Xét phuomg trinh f(x) = 0. Láp báng bien thién cíia hám so y = f(x). Tír 
báng bien thién, có thé suy ra nghiém cúa phirong trinh f(x) - 0. 


II. VI DV AP DVNG 

VitUf 1 : Giái phuang trinh 


sin4\-eos 4x = 1 + 4\¡2 sin x- — 

4 


i'). 


(Trich dé thi Dai hoc Suphtim Vinlt, Kltói A, niim 1999) 


Huáng dan giái 

(1) sin4x —(l + cos4x) = 4(sinx-cosx) 

<=> sin2xcos2x - eos 2 2x - 2(sin x- cosx) 

« cos2x(sin2x -cos2x) = 2(sinx-cosx) 
o (cosx - sin x)(cosx + sin x)(sin 2x -cos2x) = 2(sin x - cosx) 
<=> (eos x - sin \)[(cos x + sin x)(sin 2x - eos 2x) + 2] = 0 

a) eos x - sin x = 0 « tgx = l x = — + (k e 7.) 

4 
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b) (cosx + sin x)(cos2x-sin2x) = 2 

2cosl x - — cosí 2x + — 1 - 2 <=> cos3x 
l 4) l 4) 

k2 n 


c=> 


+ cos| x + — |-2 


fcos3x = 1 


f n\ .<=> 
I cosí x + — 1=1 
2 


. 3 


(Vó nghiém). 


x = + k27T 

2 


Vi du 2: Giái plurong trinh : 


2eos" | —eos 2 x ] = ] + eos (n sin2x) 

.2 


( 1 ) 


(Trích dé thi Dpi hoc Thái Nguyén, ndm 1998) 
Huáng dan giái 

(1) ol + cosacos 2 x) = 1 + cos(:rsin2x) <=> eos (tucos 2 x) = eos (n sin 2x) 


<=> Ttcos 2 x = +Tisin2x + k2Tr (k e Z)o eos 2 x ± sin 2x = 2k 
Nltpn xét: 

"k =0 


( 2 ) 


-1 < eos 2 x ± sin 2x < 2 cr> 


k = l 


a) k = 0 

(2) o eos" x ± sin 2x = 0 o cosx(cosx + 2sin x) = 0 


eos 


x = 0ox-- + kit 


* eos x ± 2 sin x = 0 » tan x = ± — = ± tan a <=>x = ±a + /, / e Z 

2 


b) k = l : 


(2) <=> eos 2 x ± sin 2x = 2 <=> 


[ eos 2 x = 1 
I sin 2x = ±1 


Hé vó nghiém vi eos 2 x = 1 => sin x = 0 => sin2x = 0. 
Tóm lai, phucmg trinh có nghiém lá : 


x = —■ + in va x = ±a + kx ven / e Z va tan a = — 
2 2 
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Vi du 3 : Giái phirangtrinh : sin 3 x + eos 3 x = 2 - sin 4 x (1) 

Hut'rng dan giái 

Cách ¡ : Vé phái: 2 - sin 4 x > 1. Dáng thúrc xky ra khi sin 4 x = 1 co sin x = ±1. 
Xét vé trái sin 3 x + cos 3 x. 

Néu sin x < O hoác eos x < O thi sin 3 x + eos 3 x < I => (I) vó nghiém. 

Vói O < sin x < 1 vá O < eos x < I, ta có : 


sin x<sin'x 


eos x < eos x 


sin 3 x + cos 3 x < I 


. [sin x = 1 [sin x - O 

Dáng thiíc xáy ra khi < hoác <. 

[cosx=O |cosx = l 

[sin 3 x + eos 3 x = 1 ísin x = 1 

Ta có : (1) <=> J o 


2 - sin x = 1 


cosx = 0 


c=> x = — + k27i (k e Z) 
2 

Cách 2 : 

(!)<=> sin 3 x + eos 3 x = (sin 3 x + eos 3 x) + 1 -sin 4 x 

o sin 2 x(l - sin x) + cos 2 x(l - cosx) + (l - sin 4 x) = 0 
<=> sin 2 x(l - sin x) - eos 2 x(l -cosx) = 1 - sin 4 x = 0 


<=>sinx = l«x-^- + k2it (k e Z) 


Vi du 4 : Vói n lá so ty nhién bát ki lón hem 2, tim x thupc khoáng | 0; — 
thoá man phuong trinh : 


2-n 

sin" x + cos" x = 2 2 


0) 


(Trich dé thi Dai hoc Bách khoa Ha Npi, nám 1999) 
Hwáng dan giái 


Xét hám só f (x) = sin" x + eos" x, x e [ 0 ; — |, n > 3. 
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Ta có : f'(x) - n sin"" 1 xcosx - neos" -1 xsin x 
= nsinxcosx(sin n ~ 2 x -eos" 2 x) 
f ’(x) = 0 <=> sin 1 ’" 2 x = eos”" 2 x 



Tír dó suy ra : (1) cí> f (x) = f mm <=> x = — 

4 

Vidu 5 ; Giái phurowg trinh : 

X ” 

I-= eos X ( 1 ) 

2 

(Trich dé thi Dyi hoc Su pita ni Ha Noi 2, Khoi A, nam 1999) 
Huóng dan giái 

2 

Xét hám so f(x) — í — --cosx. 

2 

Tacó: f'(x) = -x + s¡nx, f'(0) = 0 

f "(x)= -1 + cosx < 0 => f'(x) nghjch'bién tren R 
Do dó : f'(x) >0 khi x < 0, f '(x) <0 khi x > 0. 

Báng bien thién : 


x -oo 0 +oo 
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Tír dó suy ra phucmg trinh (1) có nghi^m duy nhát x = 0. 

III. LUYEN TÁP 

8.1 Giái phuemg trinh : tan x + cot x = >/2( sin x + eos x) 

(Trích dé thi i)ai hoc Dan láp Phutrng Dónf>, nam ¡997) 

8.2 Gíái phurong trinh ; cot 2x + cot3x + —- : —-- 7 -= 0 

sinxsin2xsin3x 

_ , . . , sin5x 

8.3 Giai phircmg trinh ; -= 1 

Ssinx ' 

(Trích de thi Diii hoc Tay Nguyén, nam ¡999) 

8.4 Gíái phuomg trinh : sin 1 w x + cos lw> x = l 

8.5 Giái phiromg trinh : ^sinxÜ -sinx) + 4 cos2x() -cos2x) = 1. 

(Trích dé thi Trung tam DT A BD Cán hó Y té, ttíim ¡999) 
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Chirang 3. 

HÉ PHUONG TRlNH LITONG GIÁC HAIÁN 

» ■ 

A. KIÉN THL/CCO BÁN 

Cách giái hé phirong trinh lirgmg giác ha¡ án x va y cQng gióng nhir cách giái 
phircmg trinh dai só ha¡ án. 

Thóng thuóng, ta tim cách tính x + y vá x - y, til dó suy ra x vá y. 


B. VI DU AP DUNG 


Vi dg 1: Giái hé phucmg trinh (I) 


2x -3y =—■ 
3 


sin2xcos3y = 




(Trich dé thi Dai hoc Duy Tan, nám 1999) 
Huáng dan giái 


(Do 


2x -3y - — 
3 


s 


I 2x -3y - — 
<=> { 3 


sin(2x + 3y) + sin(2x -3y) =— [sin(2x + 3y) = 0 


ú , n 
2x-3y = — 

3 

2x + 3y = krr (keZ) 


re kre 
x - — +■ — 
12 4 

re kn 

y =-+ — 

¡8 6 


(keZ) 


Vidu 2 : Giái hé phirong trinh : (l)J 


sin x + sin y - — 
2 


sin' x + sin“ y = — 
4 


(I) 


(Trich de thi Dpi hoc Strpham Vinh, Khoi B E, nám 1999) 
Huáng dan giái 


sin x +sin y = — 

2 

(sin x + sin y) 2 - 2sin xsin y = - 
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smx + siny = 


sin xsin y - — 
2 


sin x = 1 
siny.I 


sin x = — 
2 

siny = I 


x - —i- k27i 
2 

71 a 

\- — + m 2 7t 
6 


hoác 


x = —i- k2n 
2 

5rt 

y = — + m2ir 
6 


ho^c 


x - — + mln 
6 


y = —i- k27t 
2 


ho£c 


5tc 

x = — + m2n 
6 

y = — + k2n 
2 


(m, k e Z) 


Vi dp 3 : Cho h? phuofng trinh : 


(I) 


i -> I 

sin" x + cos' y - m + — 
2 


x + y = ■ 


1) Giái hé phirong trinh vói m = 0 ; 

2) Vói nhtfng giá tri nao cüa m thi h? có nghiém ? 

(Trích dé thi Dpi hgc Quóc gia Tp. HCM, Khói D, nám 1999) 

Ihtáng dan giái 

Ta có : sin 1 2 x + cos 2 y = ^(1 -cos2x) + ^(l + cos2y) 

= 1 + ^(cos2y -cos2x) = l - sin (y + x)sin(y - x) 

= I + sin(x + y)sin(x - y) 


Dodó: {\)o\ 


x + y = - 


sin(x + y)sin(x - y) - m - 


c=> < 


x + y = — 

4 

sin(x - y) - V2m - — 
2 
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l) Veri ni = 0 ta có hé phucmg trinh : 

n 

x + y = — 

4 

■i \ 'fe ■ f 71 

sin(x-y) =-= sin — 

v ’ 2 { 4 


n 

x + y = 7 


hoác 


x - y = — + k2tt 
4 


x = m7t 


y = — - kit 
4 


hoác 


Tt 

x + y = — 

4 

5n . - 

x - y - — + k2rc 
4 

3tt 

X =-+ ITITt 

4 


y =-k?r 

2 


2) Hé có ngh¡ém khi va chi khi : 

-1 < Tím - —< 1 o — -1 < — + I 

2 2 2 ' 

\-sÍ2 1 + V2 

-< m <-- 


Vi du 4 : Giái hé phucmg trinh : 

(I) 


sin xcos y = — 
4 


3 tan x = tan y 


Htrtrng dan giái 

* Diéu kién xác djnh : cosx * 0, eos y * 0 

* 3sinx sin y 

* 3tanx = tan y o-=-- cs-cosxsiny = 3sinxcosy 

cosx eos y 


r 


Do dó : (i) c=> 


sinxcosy - — 

4 

cosxsiny = 3sin xcosy 


sin xcos y - — 
4 


cosxsin y - 



sin(y + x) = 1 

n . -> 

x + y = — + k2rc 

J y 

<=> < 

1 < 

hoác < 


sin (y - x) = — 

y - x = — + m27t 

i 6 


y + x - — + k2rt 
2 

Ó7C 

y - x = — + m2x 

6 
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y = T + (k + m ) n y = — + (k + in) jt 

3 3 

<r> lioác 4 (k, m e Z) 


x-- + (k.-m)7r x- — + (k - m) te 

[6 [ 6 

f sin 3 x = eos x eos y 

Vidy 5 : Giái hé phucmg trinh : (IV, ^ 

[eos' x = sin xsiny 


Hváng dan giái 


. sin’ x = cosxcosy sin - x = eos x eos y 
(!)<=>( , o s 


eos (y - x) = 1 


y = x + k2rc 


Ív = x + k27t Íy = x + k27r 

«i'. , , »\ , 

[sin - x = eos x [tan' x - 1 

y = x + k 2 it y = x + k 2 7t 

<=> J 7T h0$C J Jt 

x = — + ni7t x = — + triTt 

l 4 [ 4 


x = — + mji 
4 


hoác 


x =-+- mx 

4 


(m, k e Z) 


y - —i- niTi + k2 tt 
4 


y = - - + nm + k27t 
4 


Vidu 6 : Giai hé phucmg trinh : (l) 


sin x + sin y = 
eos x + eos y : 


Hiráng dan giái 

Tlt he (1), suy ra phucmg trinh hé quá sau : 
(sin x + eos x) + (sin y + eos y) = 2\¡2 

<=> \¡2 eos x -- ^ | + Jl cos| y-^ ) = 2\Í2' 


n • I 7t 

<=> eos x— +cos y— =2 
l 4 ) V 4 


eos x — = I x = —+ k2rc 
<=> < v <=> • ^ (k, me Z) 

eos y-— = I y = - + m2n 

r 4J l 4 

Các giá tri náy déu thoá man hé (I) nén lá nghifm cúa hé. 
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Chu’O’ng 4. 

BÁTBÁNG THÚC LLfONG GIÁC 

A. KIÉN THÚC C0 BÁN 


1. 


2 . 


Dé chúng minh mót bát dáng thírc lirgng giác, trirác hét ta có thé dúng các 
phuang pháp quen thuóc cüa dai so, giái tích khi chúng minh bát dáng thúc, 
cháng han : 

- Dúng phép bién dói tucmg duong ; 

- Dúng các bát dáng thúc c a bán da có san nhu : 

• Bát dáng thúc Có-si : 


i n n 

-¿a^npa, 


1 = 1 


1 1=1 


[(a, > O Vi e {1, 2,..., n}) 

• Bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski : 

( n \ 2 { n V n ' 

I». < ^ 


Bát dáng thúc Jen-sen : 


I " 

i X”» 


1 = 1 


l n 


/V 


i = l 


v 11 I=I ) n 1 -1 

f"(x)<0 Vxe(a;b) 
a, e (a ; b) Vi e {!, 2,n} 


- Dúng tam thúc bác hai ; 

- Dúng kháo sát hám só. 

Tuy nhién, ta cüng can chú y dén các tính chal dác trurng cüa các dai hrcrng 
lirgng giác nhu : 

- Các phép bién dói lirong giác ; 

- Tính bi. chán cüa sin x va eos x : 

-I <sinx < l; - 1 <cosx < 1 
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3. 


- Dau cüa các hám so lugmg giác trong các cung phán tu : 


Dáu cüa hám lupng giác 

x thuóc cung phán tu thú 

1 

11 

III 

IV 

sinx 

+ 

+ 

— 

— 

cosx 

+ 

— 

— 

+ 

tanx 

+ 

— 

+ 

— 

cotx 

+ 

— 

+ 

— 


- Tính chát cüa các cung lien két : Cung dói, cung bü, cung php, cung sai 
khác 71 : 


eos 


(-xT 


cosx 


71 

sin|-x | - cosx 

.2 


tan | — x | = cot x 
. 2 

tan(7i + x) = tanx 


sin (Jt — x) = 


sin x 


eos — x = sin x 
.2 


cot —x =tanx 

.2 


- Trong tam giác ABC luu y : 

A + B + C — ti 
lb-c|<a<b + c 

Dác biét có nhúng dáng thúc va bát dáng thúc ca bán rát hay gáp trong 
lurgng giác, ta nén chúng minh kí luóng, va nhó két quá, tú dó sü dyng 
chúng dé chúng minh các bát dáng thúc khác (má nhiéu khi chi lá mót dang 
tucmg duomg cua chúng má thói). 

Vi du : Trong tam giác ABC, ta có : 

tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C 


A B B C C A , 
tan — tan — + tan — tan — + tan — tan — = 1 
2 2 2 2 2 2 . 

sin A + sin B + sinC = 4eos—eos—eos — 

2 2 2 

A r> ^ . .A . B . C 

eos A + cosB + cosC = 4sin — sin —sin — 

2 2 2 

3^3 3 

sin A + sin B + sin C <-, eos A + eos B + eos C á — 

2 2 


sin Asin BsinC < 


3%/3 
8 ’ 


eos AcosBcosC< - 
8 


LÜ0NG GlAC - 5 
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B. Vi DU ÁP DUNG 

§ 9. DÜNG PHÉP BIÉN DÓI TIFGNG BU’QNG 
CHÚNG MINH CÁC BÁT DÁNG THÚC CQ BÁN 
TRONG TAM GIÁC 


I. PHÜONG PHÁP 

- Trong rriQt tam giác ABC, ta có rát nhiéu bát dáng thúrc, dé tránh hoang 
mang, ta can chpn ra các bát dáng thúc c a bán nhát, chúng minh kT liróng 
báng cách dcm gián nhát vá tim cách ván dung chúng. 

- Mpt bát dáng thúc dinjrc goi lá cct bán nhát néu chúng thiróng xuyén xuát 
hifn vá ta thiróng có thé dung chúng lám cáu nói dé chúng minh các bát 
dáng thúc khác. 

- Cách dcm gián nhát dé chúng minh mpt bát dáng thúc liromg giác lá dimg 
các phép bien dói tuong dircmg. 


II. VI DV AP DVNG 

Vi du 1 : Chúng minh ráng trong mpi tam giác ABC, ta luón có bát dáng 
thúc sau : 


eos A + eos B + cosC < - 


( 1 ) 


Hteáng dán giái 

... _ A + B . A - B 2 C 3 

(l)«2cos——-eos-+ t-2sin —< — 

2 2 2 2 

. . ->C . . C A-B , A 

<=> 4sin"-4sin—eos-+1 > 0 

2 2 2 


„ . C A-BV , 2 A-B a 
<=> 2sm-eos—— +sin ->0 


2 2)2 (2) 

(2) Dúng (1) Dúng. 

Vi dy 2 : Chúng minh ráng trong m<?i tam giác ABC, ta luón có bát dáng 
thúc sau : 


eos AcosBcosC á — 
8 


(1) 
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Hir&ng dan giái 


Ta có : 


(1) o — [cos(A + B) + cos(A - B)]cosC < — 

2 8 

o 4[-cosC + cos(A - B)]cosC < 1 
o 4cos : C - 4cósCcos(A - B) +1^ 0 

o[2cosC-cos(A-B)] 2 + sin 2 (A - B) £ 0 (2) 

(2) Dúng => (1) Dúng. 

Vi dy 3 : Chúng minh ráng trong mQ¡ tam giác ABC, ta luón có bát dáng 
thúrc sau : 

. A . B . C I 

sin—sin- sin — 2- (1) 

2 2 2 8 


Hiróng dan giái 


Ta có : 


... 1 A-B A 

(1)0— eos-eos — 

21 2 


+ Bl . C 
- sin — < 

2 J 2 


T A-B . C . C , 

o 4 eos-sin— sin —Si 

L 2 2 J 2 

.. 2 C .. C A-B , _ 

o 4sin-4sin—eos-+ 1>0 

2 2 2 


2sin —- 

L 2 


A-B . 2 A-B^ n 
eos- +sin -^0 

2 J 2 


(2) Dúng o (1) Dúng. 

Vi dy 4 : Chúng minh ráng trong iíiqí tam giác ABC, ta luón có bát dáng 
thúc sau : 

i ~> •> 9 

sin A + sin~ B + sin*C< — (1) 


Huáng dan giái 

... l-cos2A l-cos2B . 9 

(1) o-+-+ sin' C < — 

• • 2 2 4 

o 5 + 2(cos2A + cos2B)-4sin 2 C >0 
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<t=> 5 + 4cos(A + B)cos(A - B) — 4(l -eos" C) > 0 
o 4cos 2 C -4cosCcos(A - B) + ) > 0 

<=> [2cosC - cos(A - B)]" +sin 2 (A - B) > 0 
(2) Dúng => (1) Dúng. 


III. LUY$N TAP 


9.1 Cho tam giác ABC có 3 góc nhon. Chúng minh ráng 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C > 2. 

9.2 Trong mpi tam giác ABC, chúrng minh ráng ta luón có các bát dáng thúc sau : 

,. . . . „ . ^ 3>/3 . A . B . C 3 

I) sin A + sin B + sinC <-; 2) stn — + sin —+ sin — < — ; 

2 2 2 2 2 

A B C 3V3 .. A B C #r 

3) eos— + eos— + eos— <-; 4) tan — + tan — + tan — > V3. 

2 2 2 2 2 2 2 

9.3 Trong moi tam giác ABC, chúmg minh ráng ta luón có các bát dáng thírc sau : 


1) eos A + eos B + eos C > 1 ; 


. A . B . C , 

2) sin — + sm —+ sin —>1 ; 
2 2 2 


. 2 A . 2 B . 2 C 

3) sin — + sin —+ sin — <1. 

2 2 2 

9.4 Chírng minh ráng trong mpi tam giác, ta có các bát dáng thúc sau : 

1) sin A + sin B + sin C > sin 2A + sin 2B + sin 2C ; 

. 2 A . ! B . 2 C . A . B . C 7 

2) sin — + sin —+ sin —+ sin — sin-sin — >-. 

2 2 ' 2 2 2 2 8 

9.5 Cho tam giác ABC có 3 c^inh a, b, c. Các góc A, B, C tính báng radian. 
Chúng minh ráng : 

n aA + bB + cC 7t 

— < - < — 

3 a + b + c 2 

9.6 Cho tam giác ABC có góc C nhpn. Chúng minh ráng : 

asin A + bsin B > csinC. 
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§ 10. DÜNG DAI SÓ DÉ CHÚ’NG MINH 
BÁTDÁNG THÚ’C LU’GNG GIÁC 

I. PHlTONG PHÁP 

- Ngoái các phép bien dói tuang dLrcmg nhu ó Van dé 1, ta cüng có thé düng 
các phucmg pháp dai so dé chúng minh mpt bát dáng thúc luong giác. 

- Thóng thuong ta thi/c híén các buác sau : 

• Dat án só phu dé dai so hoá bái toán lir<?ng giác 

• Dñng các bát dáng thúrc dai só nhu Có-si, Bu-nhi-a-cóp-ski, tam thúc 
bác hai, v.v... dé chúng minh bát dáng thúc dai só tuong duang lá dúng. 

• Két luán vé tính dúng dán cúa bát dáng thúc lugrng giác. 

II. VÍ DV ÁP DVNG 

Vidy / : Cho tam giác ABC, Chúng minh ráng 



(Trích ¿té lili D(ii hpc Kinlt té Tp. HCM, nám 1998) 
Hiróng dán giái 

__ A . B . C 

Dat x = sin —, y - sin —, z = sin — 

2 2 2 

x, y, z> 0 

Theo VÍ du 3 - Ván dé 1 ta da có : \ ] 

L 8 


Theo bát dáng thúc Có-si ta có : 



Vi du 2 : Cho tam giác ABC có dó dái các c?inh lá a, b, c vá p lá núa chu vi. 
Chúng minh ráng 

v /p< x /p-a + 7p-b + 7p-c <>/3p 

(Trích dé thi Dai hpc Y -Dm/c Tp. HCM, nám ¡998) 
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Hiróng dan giái 


Ta chúrng minh 


Jp<\Íp- 

Ta có : 

(1) <=>p<p-a + p-b + p-c + 


a + Jp-b + ^jp-c 
2( N /p-a.^/p-b + 


0 ) 


+sjp-b.jp-c + ^/p-c.^/p-a) 

cí> p < p + M (M > 0) (2) 

(2) Dúng => (1) Dúng. 

• Ta chúng minh : 

ylp-a+yfp-b + yjp-c< J3p (3) 

Theo bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski ta có : 

Vp-a + ,/p-b + ^p-c < ^3(p-a + p-b + p-c) <yjlp 

(3) Dúng. 

Tír (1) vá (3) ta suy ra diéu phái chúng minh. 

Vi du J : Cho tam giác ABC có dipn tích lá S, bán kính dirónng trón ngoai 
tiép lá R. Chúng minh ráng : 

3S < 2R 2 (sin 3 A + sin 3 B + sin 3 c) (1) 

Khi náo dáu báng xáy ra ? 

(Trich dé thi Dpi hoc Y - Dirpc Tp. HCM, nám 1999) 


Huóng dan giái 

Gpi a, b, c lá 3 c^inh cúa tam giác ABC ta có : 
3abc 2R 2 (a 3 + b 3 + c 3 ) 


(l)o 


o abe < a 3 + b 3 + c 3 


4R 8R 

Theo bát dáng thúc Có-si ta có 

a 3 + b 3 + c 3 > 3^a 3 bV <=> a 3 + b 3 + c 3 > 3abc 


(2) 
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III. LUYEN TÁP 

10.1 a lá góc nhpn. Chúng minh ráng : 


1 


1 + 

V sin a 


+ 1 + - 


cosa 


>5 


10.2 Chúng minh ráng trong mpi tam giác ABC ta déu có : 


1 + 


1 


sin A 


1 + 


1 


sin B 


1 + 


1 


sinC 


\3 


1 + 




10.3 Cho ABC lá mót tam giác nhpn. Chúng minh ráng : 

(l + sin 2 a)(i + sin 2 B)(l + sin 2 c) > 4 

10.4 ABC lá mpt tam giác bát ki, chúng minh ráng vói mpi x ta có : 

1 + — x 2 >cosA + (cosB + cosC)x 

2 


10.5 Cho 0 < x <—, chúng minh ráng : 

4 


cosx 


>8 


sin 2 x(cosx “Sinx) 

10.6 Chúng minh ráng vói mpi giá tri x, y ta déu có : 

^4cos 2 xcos 2 y + sin 2 (x - y) + ^4sin 2 xsin 2 y+ sin 2 (x-y) > 2 

10.7 Chúng minh ráng vói mpi a vá vói mpi x ta có : 


cos3x + asin3x + l 


1 + 


V l + 3a 2 


2 + cos3x 

10.8 Cho tam giác nhon ABC. Chúng minh ráng : 

tan A + tan B + tan C > 3>/3 

10.9 Cho tam giác ABC. Chúng minh ráng : 

1) Vsin A + Vsin B + %/sinC < . eos— + ,/cos— +, eos— ; 

V 2 V 2 V 2 


2 ) 


lili II 

■+ -^í-—+ ■ 


sin 2 A sin“ B sin 2 C cos 2 A cos ^ cos 2 £ 

2 2 2 
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§ 11. DLING HlNH HOC DÉ CHÚNG MINH 
BÁT OÁNG THlTC LU’QNG GIÁC 

I. PHlTONG pháp 

- Các giá trj cúa các ti so lupng giác có thé diroc djnh nghía báng hinh hpc, 
vi váy v£n dyng tính chát hinh hoc ta có thé chiíng minh mót so bát dáng 
thírc lirpng giác. 

- Bác bi?t la trong mpt tam giác, giá trj các hám lirpng giác cúa các góc có 
lien quan den các d^i lupng hinh hpc khác nhur : c^nh, chu vi, dípn tích, bán 
kính vóng trón ngoíii tiép, nói tiép v.v... 

- Các he thúrc thiróng dúng trong tam giác la : 

• Dinh lí hám so sin : 

—— = —-2R 

sin A sinB sinC 

• Dinh lí hám só có-sin : 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bccosA 


• Djnh lí hám só tang 


tan A = 


(b 2 +c 2 -a 2 )R 


• Dipn tích : 


S=—absinC, S-^^, 

2 4R 

S = p.r, S = Jp(p-a)(p-b)(p-c) 


II. VI DV AP DyNG 

Cho tam giác ABC, chúng minh ráng 

2sin Asin BsinC < 1 
(sin A + $inB + sinC) 2 3\/3 

(Trich dé thi Dai hoc Nñttg ngliifp, nám 1995) 

Hir&ng dan gtái 

Ap dyng dinh lí hám só sin ta có : 

... 2absinC I S 1 
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Theo bát dáng thúrc Có-si ta có : 

3 4 

(p-a)(p-b)(p-c)< —op(p-a)(p-b)(p-c)< — 


o S 2 < ~ o S - P 
27 


A 1 
3V5^p 2 SV3 


Váy (2) dúng suy ra (1) dúng. 


III. LUYEN TÁP 

11.1 Cho tam giác ABC thoá A > B > C. Chírng minh ráng : 

sin A > sin B > sinC. 

11.2 Cho tam giác ABC. Chúrng minh ring : 

I + eos A eos B eos C > -Jl sin A sin BsinC 

11.3 Cho tam giác ABC va 3 so duang x, y, z. Chúng minh ráng : 


I 1 „ 1 ^x~+y~+z" 

— cosA + —cosB + -cosC< - 

x y z 2xyz 


11.4 Chírng minh ráng trong moi tam giác ABC ta có : 

A a 
sin— < 


2 2Vbc 


11.5 Gqí a. b, c lá dó dái 3 canh cüa mót tam giác ; x, y, z lá dó dái các dirémg 
phán giác trong cíia tam giác áy. Chírng minh : 

lililí 
x y z a b c 


§ 12. DÜNG BAO HÁM BÉ CHÚNG MINH 
BÁT BÁNG THLPC LU’OfNG GIÁC 

I.'PHU’ONG PIIÁP 

1. Dung d$o hám két hgp vói kháo sát hám só ta có thé chúng minh mót so bát 
dáng thúrc lugng giác, dác biét lá các bát dáng thúc chi chúa mót bien só 
nhán giá tri tren ingt khoáng hay mót do^n. 

2. Dé chírng minh mót bát dáng thúc A > B (l) báng cách dúng dao hám, ta 
thiróng thLrc hi^n các biróc sau : 
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- D§t f (x) = A - B vái x e [a ; b] 

- Tính f'(x), xétdáu f'(x) 

- Kháo sát f (x) tren [a ; b] 

-Chúngminh f(x) > 0 Vx e [a ; b] 

- Suy ra A > B. 

Chuy : Neu chira xét dáu dugc f'(x) tacóthétmh tiép f "(x), f’"(x), v.v... 

II. VÍ Dy ÁP DUNG 


Vidu 1: Chirng minh ráng vói 0 < x < — ta có : 




2 2i,nx + 2'™* >2- ' ( 1 ) 

(Trích de thi D(ii hpc Y - Duac, nam 1995) 


Hiráitg dán giái 


2sinx+tanx 


Tacó: 2 2smx +2 uu ' x > 2 V2 2s ' nx+,anx >2~"" 2 ' 


„ ,, x . . 2sinx + tanx , 3x , 

la cni can churng minn -—-+ I> —+ 1 

(2) <=> 2s¡n x + tan x -3x > 0 


( 2 ) 


D£t: f(x) = 2sin x + tan x - 3x v,ái x e 




Tacó: f'(x) = 2cosx +---3 = cosx + cosx+ —--3 

eos 2 x cos“x 


>3?/cosx.cosx.- t-3 > 0 

eos 2 x 


Suy ra f(x) táng trén 



x > 0 => f (x) > f (0) 
x > 0 => f (x) > f (0) = 0 
(2) Dúng => (l)Dúng. 
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Vi du Z: Chúng minh ráng néu 0 < x < — thi 

2«nx + 2taftx ^ 2 X+1 


(Trich dé thi Dai hgc Tai chinh ké toán, nám 1993 -1994) 


Hufrng dan giái 

Lám tiromg t\r nhu Vi du 1 nhtmg phái kháo sát hám só : 


f(x) = sinx + tanx-2x vái xe 


( #i f) 


Tacó: f'(x) = cosx +——-2 

eos" x 


Vi 0<x< — nén 0<cosx<l, suy ra : 


2 I 2 i 

COS X > COS X => COS X +-r— > COS X +-- 


Theo bát dáng thúrc Có-si ta có : 

eos" x + —> 2 => f'(x) > cos“ x + — \ -2 > 0 


=>f(x) táng tren |^0 ; — | => f(x)>f(0) = 0 
=> sin x + tan x - 2x > 0 =? 2 SI,1> ‘ + 2 lanx > 2' +l . 


III. LUY$N TÁP 


12.1 Vái itiqí x thuóc do^n 


MI 


Chúng minh ráng . 


x > sin x. 


12.2 Cho 0< x <—. Chúng minh ráng 


tan x > x. 


12.3 Cho x > 0. Chúng minh ráng : 


x 3 x 5 

sinx < x-+-. 

6 120 
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12.4 Cho 0 < a < p <—. Chúng minh ring : 


asina - (3sinP > 2(cos[3-cosa) 


12.5 Cho 0 < a < p < — . Chúng minh ráng : 

tan a tan B 

- < --. 

a B 


§13. BÁT DÁNG THl>C JEN-SEN 

I. PHUONG PHÁP 

1. Mpt trong các bát dáng thúrc có hiéu quá trong vi$c chúng minh bát dáng 
thúrc lirgng giác chính lá bát dáng thúc Jen-sen. 

2. Bát dáng thúc Jen-sen có thé phál biéu nhur san : 

íf"(x) <0 Vx e [a ; b] 

* Cho r \ 

[x,, x,,x n e|a ; b] 

Tacó , fí — x -’ - n ]> h* ') + ' + B X . ) 


Cho 


f "(x) > 0 Vx e [a ; b] 


[*,. x 2< x n e[a ; b] 

Tacó: 


V n ) n 

Ta thuang dung bát dáng thúc Jen-sen dé chúng minh mgt bát dáng thúc 
lucmg giác (heo các biróc sau : 

- Dát hám só f(x) thích hgp vói dé bái veri xe[a;b] 

- Tính f‘(x), f ”(x) 

- Chúng minh f "(x) khóng dói dáu trén [a ; b] 

- Ap dung bát dáng thúc Jen-sen dé suy ra diéu can chúng minh. 
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íi. 


VÍ DV ÁP DVNG 

Vi dy I: Chúng minh rang vói mpi tam giác ABC, ta déu có : 



(Trich dé thi Dai hoc Ngopi thuong Tp. HCM , nánt 1996) 
Htráng dan giái 
Djt: f(x) = (tanx)~ 7 ', x e ^0 ; 

Tacó: f '(x) = 2\¡2 (tan x)" 72 ' (l + tan 2 x) 

f’(x) = 2\/I (tanx)' 7 " 1 + 2N/2(tanxT' /í ‘ +l 
f "(x) = 2^2 (2V2 - l)(tan x)^- 2 (i + tan 2 x) + 

+ 2\Í2{2\[2 + l)(tanx) -72 (l + tan 2 x) 


Ta tháy : f "(x)> 0, Vxe| 0 ; j 
Áp dyng bát dáng thúrc Jen-sen, ta có : 



A B 

— + — 

2 2 



aY^ f Bf 75 

t3n 2 J + 1 t3n 2 J 


2V2 

+ | tan— I >3| tan 


275 


A 

tan — 
2 


275 


B 

+ | tan — 
2 


275 


+ tan 


272 


>3 


1-75 


Vidu 2 : Cho tam giác ABC. Chúng minh ráng ta luón có bát dáng thúc : 


. A . B . C 3 

sin—sin — sin — < — 
2 2 2 2 


Huáng dhn giái 

Dát: f(x) = sinx, xe(0;it). Tacó : f‘(x) = cosx, f"(x) = -sinx 
Tatháy: f"(x)<0, Ve(0 ; tc) 
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Áp dvfng bát dáng thúc Jen-sen ta có : 


f ÍA\ f ÍBWC^| f ÍA + B + C 

\ 2 ) UJ I 2 J < U 2 2 


A .B . C . . it .A . B . C 3 
=> sin — + sin — + sin — < 3 sin — => sin — -i-sin — +sin- <—. 
222 6 2222 


III. LUYEN TÁP 

13.1 Cho tam giác ABC. Chúrng minh ráng : 


A B C rr 

tan — + tan — + tan — > v3 
2 2 2 


13.2 Cho tam giác ABC. Chúrng minh ráng ; 


A B C 373 

eos— + eos— + eos — < —— 
2 2 2 2 


13 3 Cho tam giác ABC. Chúrng minh ráng : 


sin A + sin B + sinC < 


3^3 


13.4 Cho tam giác có 3 góc nhon ABC. Chúrng minh ráng : 

■>0 ? A "f* B 

tan 2 A + tan" B>2tan'-. 

2 
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Chipcmg 5. 

GIÁ TRI NHÓ NHAT VA GIÁ TRI LÓN NHAt 

• f 

CÜA HAM SÓ LlfONG GlAC 

A.KIÉNTHÚCCOBÁN 

1. Dé tim giá tri lán nhát (GTLN) va giá tri nhó nhát (GTNN) cúa mpt hám so 
Itr^mg giác ta thurómg phái v(in dung các kién thúc rát tóng hgrp va da d^ng 
cúa các phán món toán nhir: lirgng giác, d<ii só, giái tích... 

2. Thóng thiicmg ta thye hi£n theo các buóc sau : 

-Tim mién xác d¡nh cúa hám só 

- Chon lya phirong pháp : 

* Luomg giác 

* Ba¡ só 

* Giái tích 

- Tién hánh tim GTLN, GTNN cúa hám só. 

- Kiém tra lai các két quá nhur: 

* Dáu dáng thúrc có xáy ra khóng ? 

* Xáy ra t^i giá trj nao cúa bien só ? 

- Két luán vé GTLN GTNN cúa hám só. 

3. Luu y ráng có nhfrng hám só khóng có GTLN ho$c GTNN, cháng h$n : 
f(x) = tanx. 
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B. VÍ DU ÁP DUNG 

§ 14. DÜNG PHUmiG PHÁP LU’GNG GIÁC DÉ TÍM 
GTLN VÁ GTNN CÜA HÁM SÓ LU’CfNG GIÁC 

I. PHÜONG PHÁP 

1. Ta thucrng dúng các bien dói lirong giác sau dé tim GTLN vá GTNN cua các 
hám lir<yng giác : 

* Cóng thúc ha bác : 

2 1 + COS2X . 2 l-cos2x 1 . _ 

eos x =-, sin x =-. sinxcosx = — sin2x 

2 2 2 

* Tóng hgrp hai dao dpng diéu hoá 

Asín x + Bcos x + B' sin (x + <p) 

2. Có thé dúng diéu kién có nghifm cüa phucmg trinh lugng giác : 

Asinx + Bcosx = C (1) 

(1) có nghiém C5> A 2 + B 2 > C 2 

II. VÍ DV ÁP DVNG 

Vidu 1: Tim GTNN cúa hám so : f(x) - |sin x| + Icosx| 

(Trích di thi Dai hgc Y Thái B'tnh, nám 1997) 

Hiráng dan giái 
Mien xác dinh cüa f (x): D - R 

Tacó: f 2 (x) = sin 2 x + eos 2 x + 2|sinxcosx| = 1 + |sin2x| 

Suy ra : f 2 (x) > 1 => f (x) > 1 

f(x) = l « |sin 2x1 = 0 o sin2x = 0 

_ kn , _ 

o2x=kitox = —, k e Z 
2 

Váy GTNN cüa f(x) lá 1. 

Vi dtf 2 : Tim GTLN vá GTNN cúa hám só : 

cosx + 2sinx - 3 
2cosx -sinx + 4 

(Trích dé thi Dgi hpc Kinh té Ha Nq¡, nám 1995) 
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Htráng dan giui 

Ta có : 2 eos x - sin x + 4 > 0, Vx e R => lá D = R 
Ta có : 

cosx + 2s¡nx-3 

y =-c^> (2y - ljcosx ~(y + 2)sm x = -3-4y (2) 

2cosx-sinx + 4 

y thuoc mién giá tri cúa f (x) <=> (2) có nghipm x 

<=> (2y - l) 2 +(y + 2) 2 >(3 + 4y) 2 

2 

o 1 ly 2 + 24y + 4 < 0 o -2 < y < - — 

Váy GTLN cúa y lá —— ; GTNN cúa y lá -2. 

11 

,,, . , i 2kcosx + k +1 

Vi du 3 : Cho ham so : y k -- 

cosx + sinx + 2 

1) Tim GTNN va GTLN cúa hám so y, úng vói k = 1 ; 

2) Xác djnh tham so k sao cho GTLN cúa hám só y k lá nhó nhál. 

(Trích dé thi Dpi hpc Quoc gia Tp. HCM, nñnt 1997) 

Huróng dan giái 

Ta có : cosx + sinx + 2 * 0, Vx e R => D = R 
Ta có : 

2kcosx + k + 1 


y k =- 


(y k - 2k)cosx + y k sin x = k + 1 - 2y k (1) 


cosx + sinx+ 2 
y k thupc mién giá trj cúa hám só y k = f (x) khi va cht khi: 

(1) có nghiem x <=> (y k -2k)~ + y k > [(k + l) - 2y k ] 

o 2y k -4y k -3k 2 +2k + l <0 


2 — s/ók 2 -4k + 2 2 + x/ók 2 -4k + 2 

<=>-<y k <- 


Váy : GTLN cua y k lá 


. 2 + x/ók 2 - 4k + 2 


GTNN cúa y k lá 


. 2-Vók 2 -4k + 2 


LUONG GIÁC - 6 
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1) Khi k = 1 ta có : GTLN cúa y, la 2, GTNN cúa y, lá 0. 

^ . ^ ri xl , 2Wók--4k + 2 

2) Ta co : G TLN cua y v la - 

2 

Nh£n xét ráng : 6k' -4k + 2= 6 k j + 

V^y GTLN cúa y k datGTNN khi k=—. 

III. LUYfN TÁP 

14.1 Tim giá trj lón nhát va giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = sin 2 x + sin2x 

14.2 Tim giá trj lón nhát va giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = eos 4 x + sin 4 x 

14.3 Tim giá trj lón nhát va giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = eos 3 xsin x -sin 3 xcosx 

14.4 Tim giá trj lón nhát va giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = 4sin 2 x + 2cos 2 x 

14.5 Tim giá tri lón nhát vá giá tri nhó nhát cüa hám só : 

2 + cosx 

y=--- 

sin x + eos x + 2 

14.6 Tim giá tri lón nhát vá giá trj nhó nhát cüa hám so : 

* ■» - ' 1 

y=—— 

eos X 

14.7 Tim giá trj lón nhát vá giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = sinx + cosx 

14.8 Tim giá tri lón nhát vá giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = sinx-cosx 
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§ 15. DÜNG PHU’CyNG PHÁP BAI SÓ €)É TIM GTLN 
VÁ GTNN CÜA HÁM SÓ LU’aNG GIÁC 


i. 

1. 

2 . 


3. 

II. 


PHÜONG PHÁP 

Dé tim GTLN vá GTNN cúa mol háin só lugng giác, ta có thé dúng các bát 
dáng thúrc cúa dai só. 

Hai bál dáng thúc thuóng dúng nhát la : 

* Bát dáng thúc Có-si : 

a,, a,,..., a n >0 

21 4- H -> 4 ... 4 a 


— > íj/a | - — a n 


Dáu báng chi xáy ra khi a, = a 2 == a n 
* Bát dáng Ihúc Bu-nhi-a-cóp-ski : 


a,b, + a,b 2 + ... + a n b n < ^ + --- + af t ){bf +... + b^) 

Dáu báng chi xáy ra khi : a, = ib,, a, = tb,,..., a n - tb n 

Khi dúng bát dáng thúc phái liru y kiém tra xem dáu báng có xáy ra hay khóng. 

VÍ DU ÁP DUNG 

Vidp 1 : Giá sir A, B, C lá ba góc trong mót tam giác. Tim GTNN cúa biéu 
thúc : 


M - 


1 


1 


2 + cos2A 2 + cos2B 2-cos2C 

(Trich dé thi Dpi hoc Mó - Dja chai, nám 1999) 


Hwáng dan giái 

Ap dung bát dáng thúc Có-s¡ ta diroc : 

M > 2 3 * * 6 7 = 

\¡(2 + cos2A)(2 + cos2B)(2-cos2C) 

Tiép tuc áp dung bát dáng thúc Có-si ta dirgc : 

M >---- 

6 +eos 2 A + cos2B-cos2C 

_9_ 

7 + 2cos(A + B)cos(A - B)-(l + cos2C) 
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9 


7 -2cosCcos(A - B) 

- 2 eos 2 C 

9 

7 + - eos 2 (A - B)-2 

I cosC + - cos(A - B) 2 

2 

L 2 J 


9 9 6 


7 + —cos 2 (A - B) 7 + — 5 

2 2 


Ta có : M > —. Dáu báng xáy ra khi A = B = —, C - — 

5 6 3 

Váy GTNN cüa M lá 

Vidu 2 : Tim giá trj nhó nhát cüa biéu thúc 

P = cot 4 a + cot 4 b + 2 tan 2 a tan 2 b + 2 

(Trich dé thi Dpi hpc (nao thóng van tai, nüm 1999) 


Hitáng dan giái 

Áp dyng lien tiép bát dáng thúc Có-si ta dirgrc : 

P = cot 4 a +cot 4 b + 2tan 2 atan 2 b + 2 

P > 2cot 2 acot 2 b + 2tan 2 atan 2 b + 2 
> 2.2 cot a cot b tan a tan b + 2 = 6 
Dáu báng xáy ra khi 

I cot 4 a = cot 4 b [cot a = cot 2 b 

cot a cot b = tan atan b cot 2 acot 2 b = l 


Váy GTNN cüa P lá 6. 


I cot 2 a = 1 
[cót 2 b = t 


III. LUYEN TÁP 


15.1 Cho 0 < x < —. Tim giá tri lón nhát cúa hám só : 
6 ' 


y = ■ 


3sin 2 x (I — 4sin 2 x) 


eos x 
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15.2 

15.3 

15.4 

15.5 

15.6 

15.7 

15.8 


I. 

1. 


2 . 


3. 


Cho 0 < x < n. Tim giá trj nhó nhát cúa hám só : 

y = cot x(cosx + sin x) + sin 2 x +1. 
Tim giá trj nhó nhát va giá tri lón nhát cúa hám só : 

y = Vcosx + Vsin x 

Tim giá trj nhó nhát vá giá tri lón nháj cúa hám só : 

eos x + sin x| 

y= / , 

Veos x + l 

Tim giá tri lón nhát cúa hám só : 

y = cos3x + v 2-eos 2 3x 
Tim giá tri lón nhat cúa hám só : 

y - sin x + V2 - sin 2 x +sinxv2-sin 2 x 
Tim giá trj ióm nhát cúa hám só : 

y = \!a + cosx + -J a + sin x (a > l) 
Tim giá tri nhó nhát cúa hám só : 

( 2 2 V 

y = eos x + —— + 

v eos'x ) 


§ 16. DUNG PHUmiG PHÁP GIÁI TÍCH DÉ TIM GTLN 
VÁ GTNN CÜA HÁM SÓ LU’tyNG GIÁC 

PHIÍONG PHÁP 

Düng dao hám dé kháo sát mpt hám só lirgng giác tren mót do^n, ta cüng có 
thé tim diroc GTLN vá GTNN cúa hám só tren doan dó. 

Dé vi£c kháo sát hám só dm?c don gián ta nén luu y viéc dói bien só, nhirng 
phái biét gíói han án só mói dé tránh sai lám. 

Dác bi?t khi phuong pháp d?i só vá liromg giác khóng dúng duge do giá trj 
cúa bién só lám cho dáu báng xáy ra khóng thupc do^n dang kháo sát thi ta 
nén dúng phircmg pháp giái tich. 


■ 2 1 

sin x + —- 


sin x ) 


85 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 

www.VNMATH.com 


II. VI DU AP DUNG 

Vi dp 1 : Tim giá trj lón nhát va giá tri nhó nhát cúa hám só : 
y -(1 + cosx)sinx. 

(Trich dé thi D{ii hpc Su pham Tp. HCM, tiüm 1983) 

Huc/ng dan giái 

B$t: f (x) = (1+cosx)sinx 

f(x) la hám só tuán hoán có chu ki lá 2n nén ta chi can kháo sát tren doan 
[-K-n], 

Tacó: f(x) = sinx + —sin2x 
2 

f ’(x) = cosx + cos2x - 2eos 2 x + cosx -1 


f'(x) = 0« 


cosx = -1 

1 o 
cosx - — 


x - n + k27t 

■ n (k e Z) 
x = ±— + k 27 i 
3 


Ta có báng bien íhién cüa f (x) trén doan [-7t; rc] 



Vi du 2 : Cho x e 


0 ; — . Tim GTNN cúa hám só 
4 


cí A l+sin2x , ,,1+tarix 
flx)-- : — : -(a + 1)-+ a 


1 - sin 2 x 


) - tan x 


(Trich de thi Dai hpc Giao thóng van tai, nám 1992) 
Huóng dan giái 


D$t t = tan x va z- 


1 +1 
1-t 
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Ta có * + S ' n - ^ cosx + s ‘ n *T _ f 1 +1 V 

l-sin2x (eos x- sin x)" vi t J 

f (x) = g(z) = z 2 - (a + Oz + a 

Q 1. 1 

g'(z) = 2z-(a + l);g'(z) = 0<=> z = — 

Ta có : z(t) = ———— \ z'(t) = —^-^->0 
"t + 1 (1-t) 2 


\ 

x g 0;— => t e f 0 ; 1) 

. 4 ) 

Ta có báng bien thién cúa z theo t 



Váy GTKN' cúa g(z) lá 0. Dat dirgre khi z = 1 o t = 0 <=> x = 0. 

2) Néu > 1 O a > 1 
2 

Ta có báng bien thién cúa g(z) theo z 


z 

1 

a + 1 

2 

+oo 

B’ 


0 

+ 

g 

0 

\ 

^ (a - l) 2 

+00 



4 
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(a-ir 

Váy GTNN cúa g(z) lá-. D<it du<?c khi 


a+1 1 +1 a + 1 a-l a+1 

z --o---o t =-o tan x -- 

2 1-t 2 a+3 a + 3 

Két luán : 

Vói a < 1 GTNN cúa f(x) lá f(0) = 0 

' (a — IT a — 1 

Vói a> 1 GTNN cúa f(x) lá f(x 0 ) =-, trongdó tg(x tí ) =-. 

4 a+3 

Vidu 3 : Tim giá tr¡ lón nhát vá giá tri nhó nhát cúa hám só : 

f (x) - 11 + 2cos3xj + |l +2sin3x| 

(Trích de Ihi Dai huc Táy Nguyén, ttám 1996) 

Hiff'rng dan gidi 

Dát : z = f 2 (x). Ta có : 

z = (1 + 2cos3x)“ + (l + 2sin3x)‘ + 2|(l + 2cos3x)(l + 2sin3x)| 

- 6 + 4(cos3x + sin3x) + 2|l + 2(sin3x +cos3x)+ 4sin3xcos3x¡) 


Dát: t - sin3x + cos3x, ta có te [-72 ; V 2 ], sin3xcos3x = 

Suy ra : z = 6 + 4t + 2l2t~ + 2t -1 
Tam thúc 2t 2 + 2t -1 có 2 nghifm lá 


t 2 -l 


t, = - 


73 + 0 ., 73-1 

r 2 J ’ 2 


Ta xcl hai triróng hqrp : 


Trnxmg hpp 1 .te 


-72 


73 + 1 




73-1 


;72 


Khi dó : 2t“ + 2t - 1 > 0 

z - 4t 2 + 8t + 4 = 4{t + l) 2 

GTLN cúa z lá z(72) = 4(72 + l) , GTNN cúa z lá z| - 1 I - (73 - l) 
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Triráng h/yp 2 : t • 


n/3+1 VI-I 


Khi dó : 2t' + 2t-l<0 
z = -4t 2 + 8 

/ rr \ ^ 

GTLN cúa z lá z(0) - 8, GTNN cúa z lá z-— =(V5-l) 

\ 2 ) 

Tacó : ^{\¡2 +1) >8 

V$y, vái t e [—n/2 ; V 2], ta có : 

GTLN cúa z lá 4(^2 +1)', GTNN cüa z lá 
Kél luán ; 

GTLN cúa fia l(j2 +l), GTNN cúa f lá (vT-l). 


III. LUYEN TÁP 

16.1 Tim GTLN vá GTNN cúa hám só 


f(x) = Vsinx + Vcosx vói x e — ; — 

3 2 


16.2 Tim GTLN vá GTNN cúa hám só : 


—^•— + 3 tan 2 x-1 

f( x ) = siirjL- 

tan x + cot x 


16.3 Tim GTLN vá GTNN cúa hám so : 


f(x) = 


2cos 2 x + |cosx| +1 


16.4 Tim GTLN vá GTNN cúa hám só 


f(x) - 1 + cosx + —cos2x + -cos3x 


16.5 Tim GTLN vá GTNN cúa hám so : 


f(x) = Veos" x -2cosx + 5 + Veos 2 x + 4cosx + 8. 
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Chu><yng 6. 

Ll/ONG GIÁC TRONG HlNH HOC 

■ 4 

A. KIÉN THÜC CO BÁN 


1 . 


2 . 


Lurgrng giác phát xuát tír hinh lioc, ta phái luón ghi nhó djnh nghTa ti so luyng 
giác cúa mpt góc nhon : 



Trong mpt tam giác thurong, hp thúc gíira canh vá góc dugc thé hién qua 3 
djnh lí : 

* Djnh lí hám só sin : 



sinA sinB sinC 
* Djnh lí hám só cósin : 


a 2 - b 2 +c' - 2bccosA 
b 2 = c 2 + a 2 - 2accosB 


c 2 = a 2 + b 2 - 2abcosC 

* Dinh lí hám só tang : 


a + b 
a - b 


A + B 
tan 

2 


A - B 
tan — 
2 
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B. Ví DU ÁP DUNG 

§ 17. HE THÚ*C GlOA CANH 
VA GÓC CÜA TAM G1ÁQ 

I. PHUOfNG PHÁP 

1. Giira các góc trong tam giác ta thircmg dúng các hé thúc 

A _L R TT f~* 

A + B + C = 7C, A + B = 7t-C, -=- 

2 2 2 

Tír dó suy ra : 

sin(A + B) = sinC, cos(A + B) = -cosC 

fA + B'i . C í'A + B'l C 

{ 2 ) 2 { 2 ) 2 

2. Dé dói canh ra góc ta thirang düng dinh lí hám só sin hoác dinh lí hám so 
cosin : 

,22 2 

a = 2Rsin A, sin A = — , eos A = — 

2R 2 be 


ii. vi Dy áp dvng 

Vi du 1 : Cho tam giác ABC có dp dái 3 c^nh lá a, b, c vá bán kính duáng 
trón ngoai tiép lá R. Chiíng minh ráng : 

, _ _ a" + b' + c" _ 

cot A + cot B + cot C =-. R 

abe 

(Trich dé th i Dai Itoc Pháp lí, nñm i 994) 


Hu&ng dan giái 

Trong tam giác ABC, theo djnh lí hám só cosin ta có : 


eos A = 


b 2 +c 2 -a 2 

2 be 


Theo dinh lí hám só sin ta có : 


.2 1 2 

b + c -a 


a A eos A 

sin A = — => cot A -- 

2R sin A 


2bc _ (b : + e 2 -’á )R 


a 

2R 


abe 
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T (a 2 +c’ - b")R (a 2 + b 2 -c 2 )R 

Tirang tir: cot B --, cotC =- 

abe abe 


Do dó : cot A + cot B + cot C = 


a 2 +b 2 +c 2 


> , \ B C 

Vi üu 2 : Cho tam giác ABC. Chírng minh ráng néu cot—, cot—, cot — 

2 2 „ 2 

láp thánh mpt cap só cóng thi : 

A , 
cot—cot — - 3 

2 2 

(Trich dé thi Dai hyc Luát Ha Nói, nám 1999) 


Hir&ng dan giái 


Trong tam gíác ABC ta có : 

A+B C (A B) C 

2 2 l 2 2 J 2 


A B 

tan + tan - „ 

2 2 f C 

-- - — cot 

, A B 2 

1 - tan — tan - 

2 2 


B A 

cot — + cot n 

-f-- COt — 

A B , 2 

cot - cot-1 

2 2 


A B C A B C 

=> cot — + cot —+ cot —= cot—cot—cot— (1) 

2 2 2 2 2 2 

ABC 

Do cot — , cot "j’ coí y thánh mpt cáp só CQng nén ta có : 

A C B 

cot —- + cot — — 2 cot — (2) 

2 2 2 

Thay (2) váo (1) ta có : 

, B ABC A C , 

3cot— - cot — cot—cot — => cot — cot — = 3 
2 2 2 2 2 2 

Vidu 3 : Cho tam giác ABC vói BC = a, CA = b, AB = c. Chírng minh ráng 
2b = a + c khi vá chi khi : 


A C , 
cot — cot — = 3 
2 2 


(Trich dé thi Dai hyc Can Tha, nám 1998) 
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Htróng dan giái 

Ap dyng dinh lí hám só sin ta có : 

2b = a + c <=> 2sin B - sin A + sinC 

. ( . \ A + C A — C 

2sin(A + C) = 2sin-eos- 

2 2 

„ . A + C A + C . A + C A-C 

<=> 2sin-eos-= sin-eos-— 

2 2 2 2 

_ A+C A-C - (A C) (A C 
2 2 V2 2} \2 2. 

J A C.A.C^ A C.A.C 
<=> 2 eos—eos-sin — sin— =cos — eos—+ sin —sin — 

l 2 2 2 2) 2 2 22 

A C , . A . C A C , 

<=> eos — eos— - 3sin — sm — , <=> cot — cot— - 3 
2 2 2 2 2 2 


III. LUYEN TÁP 

17.1 Cho tam giác ABC. Chirng niinh ráng ; 

tan A + tan B + lanC = tan Atan BtanC 

17.2 Cho tam giác ABC. Chiíng minh ráng : 

A B B C C A , 
tan — tan — + tan — tan — + tan — tan — = 1 
2 2 2 2 2 2 

17.3 Cho tam giác ABC. Chúrng minh ráng : 

a • q ' r* a A B C 

sin A + sm B + sinC = 4cos—eos—eos— 

2 2 2 

17.4 Cho tafn giác ABC. Chúrng minh ráng : 

a n . . . A . B . C 

eos A +cos B + cosC = 1 + 4 sin — sin —sm — 

2 2 2 

17.5 Cho tam giác ABC. Chúrng minh ráng : 

sin(A - B) a' - b 2 
sinC c 2 

17.6 Cho tam giác cán có canh dáy lá a, canh bén la b, góc ó dinh 20°. Chúrng 
minh ráng : a 3 + b 3 = 3ab 2 
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§ 18. TRUNG TUYÉN, PHÁN GIÁC, BÁN KÍNH 
VÁ DIÉN TÍCH TAM GIÁC 

I. PHUONG PHÁP 

1. Ve trung tuyén trong m<?t tam giác ta có các hé thiíc sau : 

2 . 1 1 •> « •> , i 2 1 2 2 

a +b = —c + 2m, , b + c - — a + 2m„ 

2 2 a 

■> , 1 . , , , \ 2b 2 + 2c 2 -a 2 

c“ + a" = — b" + 2m:, m" =- 

2 b 11 4 


, 2c 2 + 2a 2 - b 2 


ITlu = 


, = - 


- i _ , o 

2a" + 2b -c' 


4 4 

Vé phán giác trong mót tam giác ta có các hé thúc sau : 

, 2bc A . 2ac B , 2ab .C 
/ \ COS —,/ ( j= eos —, l c -eos — 


b + c 


a +c 


a + b 


Vé di?n tích tam giác ta có các hé thúc sau : 

S = -ah = -bh b = -ch 
2 2 2 

S - — besin A = — acsinB- — absinC 
2 2 2 

abe 


s = 7 ~- S = p.r, S = ^/ p ( p -a)( p -b)(p-c) 

4K 

S = (p-a)r A =(p-b)r B =(p-c)r c 

Vé bán kính duóng trón ngoai tiép, nQi tiép va báng tiép mót tam giác, ta có 
các hé thúc sau : 


2sinA 2sinB 2sínC p 
r = (p-a)tan-^- = (p-b)tany = (p-c)tan^ 


; r„ = ■ 


’A “ » M» . 

p-a . p-b 


p-c 


ABC 
r A = P tan — ; r B = p tan y ; r c - = p tan — 
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II. VI DU AP DUNG 

Vi du 1 : Chúng minh ráng veri mpi tam giác ABC ta có : 

A B C p 
coi — + cot — + cot — 

2 2 2 r 

p lá núra chu vi, r lá bán kính dirórng trón npi liép tam giác. 

I ^ 


(Trídi de thi Dai ¡toe Biru chirth Vién lltóng, nám 1998) 
Huáng dan giái 


/ x A A p-a 

= (p- a)tan — => cot — = -- 

(1) 

2 2 r 


B p - b 

(2) 

r: cot — = —- 

2 r 

C p-c 

(3) 

cot — = -- 

2 r 


Cpng (I), (2), (3) vé theo v¿ : 

A B C p-a + p-b + p-c 3p-(a + b + c) p 

cot—+ cot — + eos tan — - - - - — = — - - — 

2 2 2 r r r 

Vi dy 2 : Chiíng minh ráng trong moi tam giác ABC ta có : 

1 + — = eos A + eos B + eos C 

R 

(Trich dé thi Dai hyc Y -Duero Tp. HCM, nám 1999) 
Hir&ng dan giái 

A 

Tacó: r = (p-a)tan — 


r (p - a) tan — 

Suy ra : !+ — = !+- — ~ 

R R 


, , b + c-a i A 

= 1 + 1- tan — 

2R ) 2 


A 

A B C A sir * p 

= I +(sin B + sinC-sin A)tan— = 1 + 4sin —sin —eos- — 

2 .2 2 2 A 

eos 


, , • A • B • C 

= 1 +4sm — sin- sin — 

2 2 2 
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Mñt khác, ta lai có : 


ABC 

eos A + eos B + cosC = 4 sin— sin — sin — + 1 

2 2 2 


Váy : 1 h— = eos A + eos B + cosC 

R 

Vi du 3 : Goi r, R lá bán kính các diróng trón npi tiép va ngoai tiép lam giác 
ABC. Chírng minh ráng : 

ABC 
r = 4Rsin — sin — sin — 

2 2 2 

(Trich dé thi CDSP Quáng Ninh, mim 1999) . 

Hiráng dan giái 

Lám íirang tur nhir vi dp 2 ta có : 

r . 0 A.B.C 

— - eos A + cosB + cosC - 1 - 4 sin — sin —sin —. 

R 2 2 2 

111. LUY$N TAP 

18.1 Cho / A , / B , i c ládódái 3 phán giác trongtam giác ABC. Chóng minh ráng : 

ABC 
eos— eos eos . . . 

2 2 2 1 ' 1 

abe 


/ 


A ‘D k 


/n 


18.2 Cho tam giác ABC có các trung tuyén có dó dái lá m A , m B , m c va dipn 
tích lá S. Chúrng minh ; 


S ~ T “ m A )( m ~ m n)( m “ m c) 


vói m = — (m A + m u +m c ). 

18.3 Cho tam giác ABC có I lá tám vóng trón npi tiép. Chóng minh ráng : 

a) IA.IB.1C - 4Rr ; 

b) alA 2 + blB : +cl C 2 = 4RS. 

18.4 Cho tam giác ABC có AM lá trung tuyén. Góc AMP báng a. Chúng minh ; 

sin(B - C) 


cota = - 


2sin BsinC 
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18.5 


18.6 


18.7 


18.8 


18.9 


§ 19. NHÁN DANG TAM GIÁC 

PHlTONG PHÁP 

Bái toán nhán dang tam giác thiróng dir<?c phát biéu tóng quát nhir sau . 

Cho tam giác ABC có các c^nh vá các góc thoá mpt hij thúrc 

F(A, B, C, a, b, c) = 0 (1) 

Chúng minh ráng ABC lá tam giác : can, vuóng, déu, v.v... (2) 

Giái bái toán nhán dpng tam giác lá di tú giá thiét (1) den két luán (2) báng 
cách v|n dung các hé thúc !ir<yng trong tam giác, các cóng thúrc bien dói 
lirgrng giác. 


I. 

1 . 


2 . 


Cho tam giác ABC vuóng tai A, BC = a, biét tích so hai phán giác trong 
cúa góc B vá C lá I 2 ; I lá tám vóng trón npi tiép. 

B c / 2 l~ 

a) Chúng minh: sin —sin —= —b) Chúmg minh : IB,1C = —. 

2 2 4a 2 2 

Cho tú giác ABCD có AB = a, BC = b, CD = c, DA = d npi tiép mot diróng 
trón. Chírng minh : 

S = \/(p-a)(p- b )(p-c){p-d) 

Cho tam giác ABC có canh b, c vá m B , m c lá các trung tuyén ké tú B vá 

c rn 

C thoá — = —— * 1. Chúng minh : 
b m c 

2 cot A = cot B + cot C. 

Ba canh a, b, c cúa mót tam giác láp thánh mpt cap só CQng theo thú tir dó. 
Chúng minh cóng sai cáp so áy báng 


r tan-tan- 


Cho tú giác ABCD npi tiép duóng trón. Vói AB = a, BC = b, CD = c, DA = d. 
Chúng minh : 

A = í (p~a)(p-d) 

2 y (p-b)(p-c) 


trong dó p = —(a + b+ c + d). 


LLfONG GIÁC - 7 
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3. Phái luu y tính dói xúng cüa bái toán dé dinh hircmg các phép bien dói. 
Cháng h@n, cán tyi C thi t|p trung váo chúng minh A = B. 

4. Thóng thuong ta hay dói canh vá góc dé có thé sir dyng tính phong phú cüa 
các cóng thúc lirgng giác. Hai cóng thúc hay durgrc düng nhiéu nhát la : 

. . a b _ +c -a' 

sin A = -—, eos A =- 

2R 2 be 

5. DJc bi?t, dé chúng minh mQt tam giác lá déu ta hay düng bát dáng thúc 
Vi dy : Ta chúng minh F(A, B, C, a, b, c) ^ 0 

Dáu báng chi xáy ra khi a = b = c 

Váy : F(A, B, C,a,b,c) = Ooa = b = c 

o Tam giác ABC déu. 

II. VÍ DV ÁP DVNG 

Vidu 1: Giá sú các góc ABC cüa tam giác ABC thoá mán dáng thúc : 

cosA + cosB + cosC = 2(cos AcosB + cosBcosC + cosCcos A) 

Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu. 

(Trich dé thi Dpi hpc Quoc gia Ha N5i, nám 1998) 

Huáng dan giái 

Áp dyng bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski ta có : 

eos A eos B + eos B eos C + eos C eos A < eos 2 A + eos 2 B + eos 2 C. 

Suy ra : 

cosAcosB + cosBcosC + cosCcosA <-(cosA + cosB + cosC) 2 

3 


Theo giá thiét, ta có : 


1 


eos A eos B + eos Beos C + eos C eos A = — (eos A + eos B + eos C) 

2 


Suy ra: 


-(eos A +cosB + cosC)<-(cosA + cosB + cosC) 2 

2 3 

3 3 ^ 

> — £cosA + cosB + cosC => - <1 + 4sin—sin—sin — 

2 2 2 2 2 
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t 


A B C 

(Vi eos A + cosB + cosC - 1 + 4 sin —sin —sin— > 0) 

2 2 2 


„ . . A , B . C 1 „_*. 

0<4sin— sin —sin-=>0< 2 

2 2 2 2 


A-B A + B 
eos-- eos -—— 


. C 1 

sin- 

2 2 


- 0<2 


A-B . C 

eos-sin — 

2 2 


. C 1 , . 2 C . . C A-B 

sin-, =>4sin-4sin—eos- 

2 2 2 2 2 


+ 1S0 


-. c A-B 

2sin-eos- 

2 2 

A-B . 

sin-- 0 

2 

„. C A-B 

2 sin — = cos- 

2 2 


■ 2 A-B . 
+ sin 2 -<0 


[ A = B 

IC = 60° 


=^> ABC la tam giác déu. 

Vi dp 2 : Chúmg minh ráng tam giác ABC lá tam giác cán néu các góc thoá 
mán diéu ki¿n : 


sin A+sinB + sinC A C 

--= cot—cot — 

sin A+sinB-sinC 2 2 


0) 


(Trich de thi Hpc vipn Quan hp quoc té, nám 1998) 


Htráng dan giái 

T , . A . Q . . A B C 
la co : sin A + sin B + sinC = 4cos—eos—eos— 

2 2 2 

ABC 

sin A + sin B - sinC = 4sin — sin—eos— 

2 2 2 

... ... A B A C 

Vay : (1) o cot—cot—= cot—cot— 

2 ■ 2 2 2 

B C B C f. B C „ 

o cot— = cot— o — = — 0< —, — < — o B — C 

2 2 221222J 

V|y tam giác ABC cán. 

Vi du 3 : Cho tam giác ABC thoá : 

sin2A + sin2B = 4 sin A sin B 
Chúng minh ráng ABC lá tam giác vuóng. 

(Trich dé thi Dai hpc Y -Dirpc Tp. HCM, nám 1993) 
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Huáng dan giái 

Ta có : 

sin2A + sin2B = 4s¡n Asín B (1) 

<=> 2sin(A + B)cos(A - B) = 2[cos(A - B)>- cos(A + B)] 
o sinCcos(A -B)-cos(A - B) + cosC 
cos(A - B)[l -s¡nC] + cosC = 0 


c c 

eos-sin — 

2 2 , 


2 C • 2 C 

+ cos-sin — = 0 

2 2 


o eos (A - B) 

C C) ( c c) c c 

<=> I eos-sin— cos(A-B) eos-sin— + cos—+ sin — 

227 l 2 2 ) 2 2 


= 0 


c c 

Ta có : eos— > 0, sin — > 0. Suy ra : 
2 2 


M = cos(A - B) 


C C 

eos-sin — 

2 2 . 


C . C 
+ eos— + sin — 
2 2 


C r 

= eos —[l +cos(A - B)] + sin—[l -cos(A -B)] > 0 
2 2 

C? C* C tí 

Váy : (1) c? eos — = sin — ci> tan — = 1 <=> C = 

2 2 2 2 

Vi d{4 4 : Gpi A, B, C lá ba góc cúa tam giác ABC. Chírng rninh ráng diéu 
kipn can va dú dé tam giác ABC déu lá có hé thúrc : 


+ —-— + —!-(cot A+cot B +cotC) = V5 


( 1 ) 


sin A sinB sinC 

(Trich dé Ihi Da i ltoe Bách khaa Ha Npi, nám 1999) 


Hir&ng dan giái 


Ta có : 


(1) « I —--cot A1 + í —--cot B I - 1 - —--cot C I - \Í3 

IsinA ) (.sin B ) ^sinC ) 


1 - eos A I - eos B l — eos C 


,sin A 


sin B 


sinC 


= £ 


A B rr 

<=> tan — + tan — + tan — - V3 
2 2 2 


( 2 ) 
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ABC 

Dat: x - tan —, y = tan z = tan —. Ta có : xy + yz + zx = 1 

(l)ox + y + z = 73«(x + y + z) 2 =3ox 2 + y 2 + z 2 +2 = 3 

x 2 + y 2 + z 2 -1 = O o 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 2xy - 2yz - 2zx = 0 

« (x - y) 2 +(y-z) 2 +(z-x) = 0 o x = y = z 

A B C . _ _ 

o tan — - tan — = tan — o A = B = C 

2 2 2 

o Tam giác ABC déu. 

Vidu 5: Cho tam giác ABC thoá man h? thúc : 

r I7 

2 eos A sin BsinC -t- 73 (sin A + eos B + cosC) = — 

4 

Hói tam giác ABC la tam giác g¡ ? Chirng minh. 


(I) 


(Trich dé thi Dat /toe Thuy Ipi, nñm 1999) 
lliróng dan giái 


Ta có 


17 

(I) cs> — = eos A [cos(B- C) - cos(B + C)] + %/3 (sin A +cosB + cosC) 

4 

\ 7 

o — = -cos(B + C)cos(B -.C) + eos 2 A + 73 (sin A + cosB + cosC) 
4 

<=> — = [cos2B + cos2C] + eos 2 A + -Í3(sinA +cosB + cosC) 

4 2 

<=> eos 2 B - 73 eos B-t*eos 2 C - 73 cosC + sin 2 A - fi sin A + — = 0 

4 


o i 


R 73 

eos B-- 

2 

' r Tí 

eos B - — 




, r 73 
+1 cosC- 

2 / 


+ 1 sin A - — 
2 . 


= 0 


r 73 

cosC =— o 
2 


sin A = 


73 


B = 30° 
C = 30° 
A =60° 
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Vi du 6: Tam giác nhpn ABC có các góc thoá man hé thiíc : 
lililí 

-1"- 1 - — - T "*-r7 -77 

cosA cosB cosC .A . b L 
sin-- sin— sin — 

2 2 2 

Chúrng minhráng ABC lá tam giác déu. 


(Trích de thi Dai hoc An Ninh, nám 1999) 


Huáng dan giái 

Ap dpng bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 


í— 

'-.eos A cosB 


(eos A + cosB)> 4 


114 2 

-1-- >-=- 

eos A eos B eos A + eos B A + B A - B 

eos-eos- 

2 2 

1 1 2 

--1 -> -— 

eos A cosB . C 
sin — 

2 


Tirang ty ta có 


-+- * -T ( 2 ) 

cosB cosC - A 

sin - - 
2 

~T + _J T-^b (3) 

cosC eos A • 

sin — 

2 

Cpng (1), (2), (3) vé theo vé, ta có : 

I 11 1 1 1 

-1-1--7*-7—1-— H- — 

eos A cosB cosC ¡A B . C 

sin - sin - sin - 
2 2 2 

Dáu báng xáy ra khi vá chi khi (1), (2), (3) dóng theri trór thánh dáng thiíc, 
tíre lá ta có : 


eos A = eos B - cosC 

A-B B-C C-A A = B = C 

eos-- eos--eos-- I 

2 2 2 


o Tara giác ABC lá tam giác déu. 
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VI dg 7: Chúng minh ráng néu tam giác ABC có các góc A, B, C thoá man 
diéu kién : 


thi tam giác dó cán. 


.A 3 B . B 3 A 
sin—eos — - sin—eos — 
2 2 2 2 


(Trích dé thi Dgi hgc Thia/ng mai, nám 1999) 
Huráng dan giái 


, .A 3 B . B 3 A 
Taco: sin — eos — = sm — eos — 
2 2 2 2 


A 

»tan — 
2 


o 


B 


. ■> d . 2 D 

1 +tan - -tan— 1 + tan — 


B 


í A 

B 

, 2 A 2 B 

1 + tan — +tan — 

A B'l 


-tan — 

+ tan — tan — 

l 2 

2 A 

2 2 

2 2 ) 


A B A B A _ 
tan — = tan — <=> — = — o A = B 
2 2 2 2 

o Tam giác ABC cán. 

Vidg 8 : Cho tam giác ABC thoá ; 

be a 


cosB cosC sin B sin C 
Chírng minh ráng tam giác ABC vuóng. 

(Trích dé thi Dai hgc Da Náng, nám 1997) 


x . b c 
Ta co : -+ - 


Hu&ng dan giái 

a 


cosB cosC sin B sinC 
sin A 


sinB sinC 
e=>-+ 


sin(B + C) sinA 
<=>-+ 


cosB cosC sin B sin C cosBcosC sinBsinC 
Vi sin(B + C) = sin A ± 0 néntacó: 

% K 

(2) » cosBcosC = sin B sin C c=> tan B = cotC <=> B + C = — » A = — 

2 2 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Vi du 9 : Cho tam giác ABC thoá : 

I sin A + sin B > 2sinC O) 

{cosA + cosB > 2cosC (2) 

Chírng minh ráng tam giác ABC la tam giác déu. 

(Trich déthi Dui hoc Tóng hpp Tp. HCM, nám 1992) 

Htróng dan gicii 

Ta có : sin A +sin B > 2sinC ^>a + b>2c=>C <90° => cosC > 0 
Binh phircmg 2 vé cüa (I) vá (2) rói cóng lai ta dirac : 

2 + 2(cosAeosB +sin Asín B) > 4 

=> cos(A - B) > 1 => cos( A - B) = 1 ==> A = B 


A - C 


JsinA>sinC ÍA>C 
[cosA>cosC [A<C 
V$y tam giác ABC déu. 

Vi du 10: Cho tam giác ABC thoá mán diéu ki?n : 

r A =r + r B + r c . 

Chírng minh tam giác ABC vuóng. 


Huáng dan giái 

„ . s s s s 

Ta co : r. = r + r B + r r o-= — +-+- 

p — a p p — b p — c 

I 1 1 I a p-b+p-c 

Q - -~-1- /~~S ---- — - 

p-a p p-b p-c p(p-a) (p-b)(p-c) 

<=» ~ 7 ~~ 7~7 -TH-T op(p-a) = (p-b)(p-c) 

p(p-a) (p-b)(p-c) 

o p 2 -pa = p 2 - pe - pb + be <=> p(b + c -a) = be 
o (a f b + c)(b + c - a) = 2 bc <=> (b + c ) 2 - a 2 = 2 bc 
o a 2 = b 2 + c 2 <^> Tam giác ABC vuóng. 


III. BÁITÁP 

19.1 Chúng minh ráng, tam giác ABC cán néu thoá mán diéu ki?n sau : 

C 

tan A + tan B = 2 cot — 

2 
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19.2 Chúng minh ráng tam giác ABC can néu thoá mán diéu kién sau : 

tan A + 2 tan B = tan A tan 2 B 

19.3 Chúng minh ráng tam giác ABC cán néu thoa man dicu kién sau : 

al cot — - tan A ] - b tan B - cot — 


19.4 Chirng minh ráng tam giác ABC cán néu thoá man diéu kién sau : 

eos 2 A +cos 2 B 1 / 2 ■> 

—- - s — = -(cor A + cor B) 

sin" A + sin B 2 

19.5 Chúng minh ráng tam giác ABC cán néu thoá man diéu kién sau : 

' I + eos B _ 2a + c 

sinB ^4a 2 -c 2 

19.6 Chúng minh ráng tam giác ABC cán néu thoá man diéu kién sau : 


tan" A + tan" B = 2 tan 


i A + B 


19.7 Chúng minh ráng tam giác ABC vuóng néu thoá mán hé tliúc : 

sin A y sin B + sin C = i - eos A + cosB + cosC 

19.8 Chúng minh ráng tam giác ABC vuóng néu thoá mán hé thúc : 

3(cosB + 2sinC) + 4 (sin B + 2cosC) = 15 

19.9 Chúng minh ráng tam giác ABC vuóng néu thoá mán he thúc : 

S = -(a + b-c)(a + c - b) 

4 

19.10 Chúng minh ráng tam giác ABC vuóng hoác cán néu thoá mán h? thúc : 

a eos B - bcos A = a sin A - bsin B 

19.11 Chúng minh ráng tam giác ABC vuóng hoác cán néu thoá mán hé thúc : 

. , A + B 

atanB + btan A =(a + bJtan- 

2 

19.12 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá man diéu kién sau : 

2(a eos A + bcos B + ecos C) = a + b + c 

19.13 Chúng minh ráng tam giác ABC iá tam giác déu néu thoá mán diéu kién sau ; 

5 = — (a + b + cC 

36 
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19.14 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá mán diéu ki?n sau : 

9R 

m a + m b + m c =— 

19.15 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá man diéu kién sau : 

\/tanA + Vtan B + VtanC = J cot— + Jcot — + J cot — 

V 2 V 2 V 2 

19.16 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá man diéu kién sau : 

b a ab 

eos A eos B - — 

4 

19.17 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá man diéu kién sau : 

3S = 2R 2 (sin 3 A + sin 3 B + sin 3 c) 

19.18 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá man diéu kién sau : 

b + c = — + \Í3h. 

2 

19.19 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá man diéu kién sau : 

a eos A + bcosB + ccosC 2p 
asin B + bsinC + csin A 9R 

19.20 Chúng minh ráng tam giác ABC lá tam giác déu néu thoá mán diéu ki?n sau : 

* ^ ^ A B C 

cot A + cot B + cot C - tan — + tan — + tan — 

2 2 2 
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Phánll. 

HltáNG DÁN GIÁI - CÁU HÓl TRAC NGHIÉIH ÓN TÁP 


Chiro’ng 1 . 

BIÉN 0ÓI LLfONG GIÁC 


1.1 Áp dyngcóng thúrc cqng, va két quá eosn;i = (-!)" 

1.2 1) eos 2 (a-b)cos 2 (a + b) = ^[cos(2a-2b)-cos(2a + 2b)] = sin2asin2b. 

2) cos 2 (a-b)-sin 2 (a + b) = ^[cos(2a - 2b) + cos(2a + 2b)] - cos2acos2b. 

1.3 1) VT = sin 2 x (cosx + sin x) + eos 2 x(sin x + cosx) - sin x + cosx. 

2) VT = sin3x(l - 2sin 2 3x) + eos2x sin x 

= sin3xcos6x + cos2xsínx = — (sin9x -sin3x) + — (sin3x - sin x) 

2 2 


= -(sin9x - sin x) = eos5xsin 4x. 
2 

3)Tacó: sin 2 x = —(!-cos2x), 

2 


<^H[ 


= — 1+cos|2x + —j =— (1 — sin 2x) 

2 { 2 ) 2 


Do dó : sin 4 x + cos 4 f x + — | = — (1 - cos2x V + —(1 - sin 2x) 
l 4) 4 4 


= — (l -2cos2x + eos 2 2x +1 - 2sin2x + sin 2 2x) 
4 


- — (3 -2sin 2x - 2cos2x) =- í (sin2x + cos2x) 

4 4 2 


3 _ \¡2 . ( n 

= -sin 2x + — 

4 2 l 4 


107 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 


1.4 l)Chúngminh: eos4a = 8eos 4 a -8eos 2 a +1 
Cách 1 : 

eos4a = 2eos 2 2a -1 = 2 (2 eos 2 a -1) -1 = 8eos 4 a -8cos 2 a +1. 
Cách 2 : 

8 eos 4 a -8 eos 2 a +1 = I + 8 eos 2 a (eos 2 a - i) 

= 1 — 8sin 2 acos 2 a = 1 - 2sin 2 2a = eos4a. 


2) 4(VT) = 4cos 2 xcos3x-4sin 3 xsin3x 


= (cos3x + 3cosx)cos3x - (3sin x - sin3x)sin3x 
= eos 2 3x + sin 2 3x+ 3(cos xcos3x -sinxsin3x) = 1 + 3cos4x. 


Suy ra diéu phái chirng minh. 


1.5 Ta có : tan x + — + tan x-- 


tan x + 


s 


tan x 


-V3 


1-V3 


tan x 


l + >/3 


tanx 


(tanx + >/3)(l + >/3tanx) + (tanx-V3)(l-\/3tanx) 

I - 3 tan 2 x 

tanx + \/3tan 2 x + %/3 + 3tan x + tan x - V3 tan 2 x-\/3+3 tan x 

1 -3 tan 2 x 


8 tan x 
1 -3tan 2 x 


Suy 


ra : VT = tan x + 


8 tan x 
1-3tan 2 x 


9tan x -3tan 3 x 
1 - 3 tan 2 x 


3 tan x (3 - tan 2 x) 


1.6 


1 - 3 tan 2 x 

Ta có : sin (a + b + c) = sin (a + b)cosc + cos(á + b)sinc 


= 3tan3x. 


= (sin a eos b + cosa sin b)cosc + (cosa eos b - sin a sin b)s¡n c 
= sinacosbcosc + sinbcosccosa + sinccosacosb —sinasinbsinc. 


„ sin(a + b + c) sina sinb sinc sinasinbsinc 

Suy ra : -= —— +-+-- 

cosacosbcosc cosa cosb cose cosacosbcosc 

= tan a + tan b + tan c - tan a tan b tan c. 

Suy ra diéu phái chúng minh. 
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1.7 1 - eos 2 a-eos 2 b-cos 2 c + 2cosacosbcosc 

= (l - eos 2 a)(l - eos 2 b)~cos 2 a eos 2 b-cos 2 c + 2cosacosbcosc 
-(l - eos 2 a)(l - eos 2 b)-(cos 2 a eos 2 b + eos 2 c - 2cosacosbcosc) 
= sin 2 asín 2 b - (cosacosb - cose)" 

- (sin asin b + cosa eosb - cose) x (sin a sin b - eos a eos b + cose) 

= [cosía - b)-cosc|[cosc - cosía + b)] 

. . a-b + c . a-b-c . c-a-b . c + a + b 

- 4sin-sin-—sin-sin- 

2 2 2 2 

. . a+b+c . a+b-c . b + c-a . c+a-b 

-4sin-—sin-sin-sin 

2 2 2 2 


1.8 Cách giái tnong ty Vi dy 9. 


2.1 \jl(\ + cosa) 


4 2 a 

4 eos — 

= 2 

a 

eos — 

2 


2 


a 

2eos— néu 0<a<n 
2 

-2sin— neu n<a<27t 


Dáp só : A = 


CL 

2eos— néu 0<a<7t 

4 

a 

2sin— néu 7t<a<27i 

4 


- - ... .4 4 . 4 [ 7C 4 [ 7T 

2.2 l)A = sin x + cos x + sin x + — + cos x + — 


Tacó : sin" x + — - = — 
4 ) 2 


,( n) 1 

eos" x + — = — 
k 4) 2 


1 — eos| 2x + — 

4 y 


= — (1 + sin2x) 
2 


j! \ ] 

1 + cos 2x + — = — (1 — sin 2x) 


2 ) 2 


Do dó : A = — [(1 - cos2x)“ +(l + cos2x)' +(l + sin2x)‘ + (l -sin2x) 2 "I 
4 

3 

~ 2 

Ghi chú : Thiét láp cóng thúc : 
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sin 4 a + cos 4 a = — eos4a + — ró¡ áp dyng, ta ¿lugre : 
4 4 


A = — cos4x + — + —cos(4x + it) + — = — 
4 4 4 4 2 


2) Ta có : 


B = sin x eos 


2 x + — I eos I 2 x - — 1 + sin3xsin| x + — |sin 

6 ) l 6 ) { 6 


7t 

X- 

6 


Suy ra : 2B = sinx[ cos4x + coSy ] + sin3x 


eos— - eos 2 x ¡. 
V 3 


4B = 2 sin xcos4x + sinx + sin3x - 2sin3xcos2x 
= sin 5x - sin 3x + sin x + sin 3x - sin 5x - sin x = 0. 


2.3 1) Ta có : A = eos—eos—eos—eos — 

15 15 15 15 


Suy ra : 



n V 1 . 

sin 

— A - —sin 


15 J 16 

re 

571 771 

—eos — eos— 

9 

9 9 

n( 

4 ir Y 


1 . 7t I 

=-sin — => A =- 

16 15 16 


eos— -cos- 


2 ít 

-eos— 
9 


7t 2 ti 4ti 

= eos — eos—eos — 
9 9 9 


c f ■ ”)a 1 • 1 . 7C 1 

Suy ra : sin— B = - sin — = - sin — => B - - . 

{ 9J 8 9 8 9 8 

3) C - cotí0 o tan20° tan40° = tan20° tan40° tan80° 

= tan 20 ° tan ( 60° - 20 ° ) tan (60° + 20 °) 


= tan 20 ' 


0 y/y-tan 20 a yfl + tan 20 ° 
l + v / 3tan20° l-N/3tan20° 

tan 20° (3- tan 2 20°) 


1-3 tan 2 20° 


= tan 60° = y¡3. 


- . . x , . tan x - sin x 

2.4 Cno tan — — m. Tinn A =- 

2 tanx + sinx 

Biéu thúc A ducrc xác djnh khi : 


cosx *0 kn X k7t .. 

oxí — o-í— (keZ 

sinx^O 2 2 4 
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2.5 


Do dó, m*0 vá m^±I, 

T , tanx(l-cosx) )-cosx , x 

Taco: A =---- =-= tan — 

tanx(l+cosx) 1 + cosx 2 

Suy ra : A = m" (m * 0 vá m * ±1). 


= sin x 


4n N | 

. ( 3rt x 
+ 2sin x + — 


E = sinx + sin| x + —J + sin 


x + 


2n 


sin x + 


3tt 


+ sin | x + — 


5 ; 


..... 2tt 
eos — 2sin x + — 


K 


- sin x + 2cos— 
5 


sin x + 


3ti 1 . 2n 

—- -sin x +— 


5 j 

2 n 


Icos— 
5 


= &¡n x + 4eos—eos x + — sin— = sinx- 4sin — eos— sinx 


10 


10 


Tính : F = 4sin —eos—. 

10 5 

„ . f 71 ^ C A ■ 71 71 K 

Ta co : eos— F = 4sin—eos—eos— 
l lOj 10 10 5 

. . n n .2 k . 4n re 

= 2 sin—eos—= sin — = sin— = eos — 

55 5 10 10 

Suy ra : F = I. Suy ra : E = 0. 

3.1 Cho (l+tana)(l + tanb) = 2 (!) 

Theo giá thiét (1), tan a vá tan b déu xác djnh. 

Ta có : (1) o tan a + tan b = 1 - tan a tan b 

Néu tanatanb-1 thi tanb = -tana=í> tana tan b =-tan 2 a = I (vó lí). V$y 
tan a tan b * 1. 

Do dó : 

tan a + tan b 


(1) => = i tan (a + b) = 1 => a + b = — + kit. 

I - tan a tan b 4 

3.2 Cho cot a + cot b + cot c = cot a cot b cot c 


( 1 ) 


* Néu cot a = 0, túc lá a = — + mtt, thi: 

2 


(1) cot b + cot c = 0 ==> b + c = ntt =j'a + b + c= — + kit. 

Váy bái toán dá dugre giái néu mgt trong ba só cot a, cot b, cot c báng 0. 
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Giá sur cotacotbcotc ^ 0. Khi dó tana, tanb, tañe déu.durpc xác djnh 
va khác 0. 

Ta có : (1) => cota + cotb = cotc(cotacotb -1) 

cot a + cot b 

=>-= cot c 

cot a cot b -1 

(vi cot a cot b * I, láp luán nhu Bái 3.1) 

=> tan(a + b) = tan^j-c j => tan(a + b) - tan^ -c 


=>a + b + c = — + krc. 
2 


[3sinb = sin(2a + b) 
I sinb * 0 


3.3 Cho 

Chijmg minh tan (a + b) = 2 tan a. 


0 ) 

( 2 ) 


3.4 Cho 


Nh(in xét: Néu cosa = 0 thi a =— + kit 2a - Jt + k2?r 

2 

Suy ra : sin(2a + b) = sinítt + b) = -sinb 
Tír (1) suy ra : 

3sin b = - sin b => sin b = 0 (trái giá thiét ( 2 )) 

Váy cosa * 0 . 

Tirong tir cos(a + b) * 0. 

Tóm l^i, trong diéu ki?n cüa giá thiét, tan(a + b) va tanb déu duoc xác 
djnh. 

Ta có : 

3sinb = sin(2a + b) ^>3sin(a + b-a) = 2sin(a + b + a) 

=> 3[sin(a + b)cosa-cosía + b)sina] = sin (a + b)cosa + eos (a + b)s¡na 
=>.2s¡n(a + b)cosa = 4 eos (a + b)sina => tan (a + b) = 2 tan a. 

sinx + siny - 2 sin(x + y) ( 1 ) 

x + y*krc ( 2 ) 


x V 1 
Chúng minh : tan — tan — = — 
* 2 2 3 


( 3 ) 
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, X X 71 

Nnan xet : eos— = 0 => — = — + mrc => x = ir + m2% 

2 2 2 

(1) => sin y = -2siny o siny = 0 =5 y =¡n 
=> x + y = krt (trái giá thiét) 

X V 

Váy eos— * 0. Tircmgtií cos^-?tO 

... _ . x + y x-y . . x + y x + y 

(1) o 2sin-—eos-- = 4sin-eos- 

2 2 2 2 

x _ y x + y ,. .x + y 

o eos-- = 2cos- (do sin —-*0) 

2 2 2 

x y . x . y j x V x . V 
<=> eos — eos— + sin — sin — = 2 eos — eos — - sin — sin — 

22 2 2 V 2 2 22 

XV xy X v I 

<=> 3sin — sin— = eos — eos— <=> tan — tan — = - , 


2 3 


„ „ sin 4 x eos 4 x 
3,5 --+- 


1 


a b a + b 


Tir giá thiet (1), suy ra a * 0, b * 0, a + b* 0. 

<=> bsin 4 x + a(l-sin 3 x) - 


(l)o bsin x + acos x = 


a + b 


ab 

a + b 


o (a + b)sin 4 x - 2 a sin" x +-= 0 <=> sin 2 x =- 

a + b a + b 

k 

Tuang ty, ta du<?c eos 2 x = 


„ sin x eos x 

Suy ra : — + ^T“ 


a + b 
a 


(a + b) (a + b) (a + b) 


0) 


ChiPO’ng 2. 

PHirONG TRlNH LLfONG GIÁC 


4.1 sin 6 x + eos 6 x = 2(sin 8 x+ cos 8 x) 

( 1 ) o sin 6 x(l — 2 sin 2 x) + cos 6 x(l - 2 eos 3 x) = 0 


(!) 


LUONG GIÁC - 8 
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« sin 6 xcos2x -eos 6 xcos2x = 0 » cos2x(sin 6 x - eos 6 x) = 0 

. _ _ _ 71 , 7U k7C 

a) cos2x = 0o2x = - + kirox = -+ — 

2 4 2 

b) sin 6 x - eos 6 x = 0 <=> sin 6 x = eos 6 x o sinx = ±cosx 

<=>tanx=±l ox = +- + kit 
4 

Tóm lai: (I) o x = — + k — 

4 2 

y 

4.2 cos 6 x + sin 6 x =— 

16 

Ta có : eos 6 x + sin 6 x = (sin 2 x + cos 2 x) -3sin 2 xcos 2 x(sin 2 x + cos 2 x) 

- 1 - 3sin 2 xcos 2 x = 1 - —sin 2 2x = —eos4x + — 

4 8 8 

1 2 

Dodó : (1) <=>cos4x = — -eos— 

2 3 

2 tu . _ tu kn 

o4x = ± — + k2rt<=>x = ± —+ — 

3 6 2 

4.3 sin 3 xcos3x + cos 3 xsin3x = sin 3 4x (1) 

(1) <=> — eos3x(3sinx -sin3x) + —sin3x(cos3x + sinx) = sin 3 4x 
4 4 

<=> 3(sin xcos3x + cosxsin3x) = 4sin 3 4x <=> 3sin4x - 4sin 3 4x = 0 

kit 

cs> sin 12x = 0 o 12x = k7t <=> x - ——. 

12 

„ . 2 CÓS 2 X - eos 3 X -1 

4.4 cos2x-tan x =-^- (1) 


*> 

cos“ X 


a) Giái (1): 


* eos X^OOXTt — +Ictu 

2 

* (I) <=> cos2x-tan 2 x = I -cosx -(l + tan 2 x) 

«cos2x = -cosx <r> cos2x - eos (tu - x) 


<=> 


2x = tu - x + k2iu 
2x - x - vr + k2x 


ti k2n 

x = —+- tu k2jt „ s 

3 3 o x = - + — (k e Z) 

x — —it + k2uu 3 
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b) Tóng só nghiém thuóc doan [0 ; 99] 


Tacó: 0<x<99o0< — (2k + l)<99 

3 


n , 297 1 . . 

<^> 0< 2k + l <-o — < k < — 


1 í297 ] 


tt 2 2k n 

Do k £ Z, suy ra : 0 < k < 46 

Nhur váy, phuong trinh (1) có 47 nghiém thupc doan [0 ; 99]. Tóng các 
nghiém náy lá : 

46 

s=I¡ 


k=0 


n ^ k27r N | __ 47 ir + 2n y. 

3 


3 + 3 J 


k = l 

47tü 2n( 46x47 


3 3 

4.5 cos2x - \fí sin 2x - \¡2 sin x - cosx + 4 = 0 

<=> (cos2x - \¡3 sin 2x)-{S sin x + cosx) + 4 - 0 


ti 2209 

= — + 736ir = -tt 


7T 


7t 


c^> 2eos 2x + — -2sin x + — +4 = 0 


c=> eos 


2x + — |-sinf x + — 1 + 2 = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


B£t : t = sin x + 


• eos 


2x + — | = 1 - 2t 2 (-1 < t < l) 

3. 


Tú (2), suy ra : 

l-2t 2 -t + 2 = 0«2t 2 + t-3 = 0 


t = 1 


(nhan) 


t = -- (loai) 


o sin x +— = 1 


71 71 , _ 7t , _ 

o x + — = —+ k27i <=> x = — + k27t. 
6 2 3 


4.6 2 + cosx = 2tan — 

2 


(I) 


, X X 

Diéu kién : eos — * 0- D$t t = tan — , Tír(l) suy ra : 
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2 + —^ = 2t <=> 2(t -l)(l + t 2 ) + t 2 -l=0 


l + t z 


(t -1)(2 + 2t 2 +1 + l) = O o (t- l)(2t 2 +1 + 3) = 0 


co t = 1 co tan — = 1 <» — = — + ktt <=> x = — + k2?c 
2 2 4 2 


a m 3 7C I - 

4,7 tan x — = tan x -1 


( 1 ) 


* Diéu ki<?n : 


cosx *■ 0 


cosí x- — 1*0 

V 4, 


x* — + k7i 
2 

3k . 

x * — + k7t 
4 


íl- 


/t t^n x “ l 

* Ta có : tan| x- — 1 =- D§t t = tan x. Tir(l) suy ra : 


1 + tan x 


t-1 
t + 1 


^t-i«(t-i)[(t + i) 3 -(t-i) 2 ] = o 

(t - l)(t 3 + 2t 2 + 5t) = 0 o t(t -l)(t 2 + 2t + 5) - 0 


rt=0 1 

tan x = 0 

<=> 

<=> 

Lt=» 

tan x = 1 


x = k7t 


(nhán) 


x — — + ktt (nhán) 


4.8 eos 3 x + cos 2 x + 2sin x - 2 = 0 

<=> eos 2 x(cosx + l) + 2(sinx- l) = 0 
o (1 -sinx)(l +sinx)(l + cosx)-2(1 -sinx) = 0 
o(l -sinx)[(l +sinx)(l + cosx)-2] = 0 

a) sin x = 1 <=> x = — + k2rc 

2 

b) (l + sin x)(! + cosx) - 2 = 0 

<=? sin x + cosx + sin xcosx -1=0 

D$t : t-sinx + eosx => |t| < \¡2. Tur(2) suy ra : 

2t + t 2 -l-2 = 0ot 3 + 2t-3 = 0 


( 2 ) 
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t = l 

t = -3 (loai) 


o sin x + cosx = 1 o 


x = k 2 7 t 

x - —+ k 27 t 
2 


Tóm lai, nghiém cua phuong trinh ( 1 ) la : 

x-k. 2 ít vá x — — + k 2 ?c 
2 


. „ 3 . 3(1 +sinx) 

4.9 3 tan x-tanx+-r- 8 cos 

eos" x 


ÍHH 


( 1 ) 


* Diéu kién : x ¿ — + k?c 

2 

* Ta có : 2eos 2 j ^ j - 1 +cos^ - x J = 1 + sin x 

(l)o 3 tan 3 x - tan x + 3(1 + sin x)(tan 2 x + 0- 4(1 + sin x) = O 
o 3 tan 3 x -tanx + (l +sin x)(3tan 2 x -1) - O 
o Í3tan 2 x-l)(tanx + 1 +sinx) = O 

a) tanx = ±-*=ox = ±— + kit (nh£n) 

V 3 6 

b) tan x + 1 + sin x - O o sin x + cosx +sin xcosx = O 
Dát: t = sinx + cosx o |t[< \¡2. Tír(2)suyra: 

t 2 +2t-l = 0ot = >/2-l 

Ta dugre : sin x + eosx = \¡2 -1 o cos^x -^ ^ = costp 

7t , . ,. ( „ n 

o x = — ±© + k2n verj (pe O ; — 
4 \ 2 

4.10 eos 3 x+ sinx-3cosxsin 2 x - O 

* cosx = O khóng thoá man (1). 

Chia hai vé cúa (1) cho eos 2 x, ta dirgrc : 

tan 3 x - 3 tan 2 x + tan x +1 - O 
D(it: t = tan x, ta dir<?c : 


t 3 - 3 t 2 +1 + I - Oo (t - l)(t 2 - 2 t - l) = O o 


t = l 

X-\±yÍ2 


( 2 ) 


O) 
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tan x -1 


, 3 71 

tan x = 1 + \J2 = tan — <=> 

8 


tan x = 1 - Jl - tan I - — 
8 


n i 

X = — + K7C 

4 

3ti 

x = — + kn 
8 

x = + kn 

8 


Cách khác : 

J 

eos 3 x + sin x -3cos xsin 2 x = 0 

<=> eos 3 x + sin x -3cosx(l -eos 2 x) = 0 

<=> 4cos 3 x - 3eosx + sin x = 0 o cos3x + sin x = 0 


<=> cos3x - cos| X H— 
2 


3x = x + — + k2n 
2 

3x = -x - —+ k2n 
2 


X =-h k7I 

4 

ti kn 

X__ I + T 


2 tanx + cotx - 2sin2x + 


1 


sin 2x 


* Diéu ki?n : sin 2x * 0 c=> x * (m e Z) 


* (1) <=> cos2x(2cos2x -1)= 0 


o 


cos2x - 0 

- 1 » 
cos2x = - 

2 


7t k7t 

X = — + -— 

4 2 

x - ±— + kii 
6 


(nhán hét) 


l _ \/2(cosx-s¡nx) 

tanx + cot2x cotx-1 

Nhán xét : 


_ sinx cos2x 2sin 2 x + cos2x 1 

tan x + cot 2x --+-=---=-— 

cosx sin2x sin2x sin2x 

Do dó, khi xác djnh thi tan x + cot 2x ^ 0 


O) 


(D 
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* Diéu ki^n : 


f sin 2\ * O 

I COt X 5* 1 


X * ■ 






(m e Z) 


x * — + nrm 
4 


*(!)<=> sin 2x = \Í2 sin x c=> 2sin xcosx = \Í2 sinx 
o 2cosx = sÍ2 (vi sin x * 0) 


C5> COS X - eos— 
4 


x = — +kn 
4 


(loai) 


x = — + kn (nhán) 
4 


sin x - 2 , x 

-= tan — 

• 2 . 2 X 2 

stn x-4cos - 


( 1 ) 


Nhán xct 


. -> x 2 *í • •> * , 1 . jX 

sin x -4cos — = 4cos — sin —I =-4cos — 


* Dién kién : eos — *0ox=¿7t+m27i (m e Z) 


* X -) 

*(!)<=> sin" x - 2 = -4cos — = -sin" x 

2 


<=>sin x = ! 


<=> x = — + kTt-(nhán). 


sin 4 2x + eos 4 2x 

' n ) (n 

tan - x tan - + x 
.4 ) U 


- eos 4 4x 


Nhán xét : 

/ 


n 

— x 1 + 

4 ) U 


ti ^ tt (n \ ( rt 'i 

— + x = — => tan-x tan — + x 

2 U ) U 


Do dó, khi xác djnh thi man só báng 1. 
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* Diéu kién : 



n ) 

eos 

X 


U J 


{Jt s l 

eos 



U J 


n m7c 

« x * — + — (m e Z) 
4 2 


* (1) sin 4 2x + cgs 4 2x = (l -sin 1 2 4x) 

o 1 - —sin 2 4x = I -2sin 2 4x + sin 2 4x o sin 4 4x - —sin 2 4x - 0 
2 2 


o sin' 4x 


sin'4x-- |-0 <=>sin4x =0o x = — (k e Z). 

4 


* Dói chiéu diéu kién, phi/ong trinh có nghiém la : 

mr 


5 + 4sin 


x =■ 


-ÍT") 


x -— (n e Z) 
2 


6 tan a 


smx 1 + tan'a 

* Diéu ki?n : sin x * 0 <=> x * mit (m e Z) 

* ... 5 - 4cosx . 

* (1) c=>-= 3 sin 2a 

sin x 

o 4cosx + (3sin2a)sinx = 5 


(D 


( 2 ) 


* Nh£n xét : x = kvt khóng lá nghiém cüa (2). Do dó néu (2) có nghiém thi 
nghiém náy thoá man diéu kién xác djnh. 


1) a = — : (2) o 4cosx - 3sinx = 5. 
4 


D$t tan 9 = —, 0 < (p< Ta có : 

(2) o cos(x + cp) = I <=> x = -tp + k27t. 

2) Diéu kién phuong trinh (2) có nghiém lá : 

16 + 9sin 2 2a > 25 <=> 9sin 2 2a > 9 

o sin 2 2 a > 1 <=> sin 2 2 a -1 o eos 2 a = 0 

. it . k kx 

<-> 2 a = — + K 7 T oa = —i- —. 

2 4 2 
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6.1 1 + sin2x Heosx-sinxj 

Ta có : I + sin 2x > 0, Vx e R. Do dó : 

(1) o I+ 2sin2x+ sin" 2x - 1-sin2x 


6.3 


kn 


<=> sin” 2x + 3sín2x = 0 o sin 2x = 0 <=> x - — (keZ) 

2 

6.2 I-4sin2x-Isinx-cosxl 

Bát t = |sin x - eos x| =5 0 < t < \¡2. Ta có : 

r = 1 - sin2x => sin2x = 1 -1 2 . 

Tir (1) suy ra: 4t 2 —t — 3 = 0 <=> t = 1 

(!)<=> |sin x - eos x| = I <=> sin 2x = 0 <=> x = ^ (keZ) 


tan” x 


tan x 


Itanx-ll |tanx-l| 


Itan x| 


7Ü TI 

Giái phirang trinh ( 1 ) vái xe - — ; — ¡. 


' n 

* Diéu kién xác dinh : tan xíloxí- 

4 

* D^t t = tan x => t * I. Tír (1) suy ra : 

"> i i 

r 


+ |t|<=>t 2 -|t|-|t|.|t —1(^0 


It-ll It-ll 

a) |t| = 0 o tan x - 0 c=> x = 0. 

b) i.i-i=i l -iioj l, ! > ' 

[t 2 -2|tl + l = t 2 -2t + l 

riti > i 

° iti=t 


Ci 


-1 -It - ll) = 0 


7t 

— < X < — 

4 2 


(Do hám só y = tan x dóng bien trén khoáng ^^ j) 
Tóm l$i, phuomg trinh có nghiém la : 

„ 7t 7t 

x = 0, ^<x<^ 

4 2 


(I) 


( 1 ) 


( 1 ) 
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6.4 


4x -> 
eos —eos x 
3 


- 0 


\l\ - tan 2 x 
* Diéu kién xác djnh : 

Ta có : 1 — tan” x - ] 


s¡n 2 x cos2x 


eos” x eos" x 

Do dó : 1 - tan 2 x > 0 o cos2x > 0 

* Khi dó : 

4x «, 4x 

(1) o eos— = eos" x c? 2cos~ -1 + eos2x 
3 3 

2x 

Dát t = —. Tir (2) suy ra : 

2cos2t = 1 + cos3t o 2Í2cos 2 1 - l) = 1 + 4cos 3 1 - 3eos t 
<=> 4eos 3 1- 4 eos 2 1 -3cost + 3 = 0 
<=> 4eos 2 t(cost -l)-3(cost- l) = 0 
o (cost - l)(4cos 2 1 — 3) — 0 

Ta có : cos2x = cos3t = 4cos 3 1 - 3cost = cost(4cos 2 1 -3) 
Do dó diéu kién xác djnh (eos 2x >0) tró thánh : 

cost(4cos 2 1 -3) > 0 

cost = 1 

|_4cos 2 1 - 3 = 0 [loai do diéu kién (**)] 

<=> cost = I <=> t = k2rc (k e Z) 

V?y : 

(]) « — = k2rc o x = k3rt. 

3 

, _ x sin3x-sinx . . . 

6.5 Tim xe(0;27t): . — = cos2x + sin 2x 

Vl-cos2x 

Ta có : V-l -cos2x = \¡2 Isinxl. Do dó : 

* Diéu kién xác djnh : sin x * 0 » x * n 


Ta có (3) » 


122 


(I) 


(*) 

( 2 ) 


( 3 ) 


(**) 


( 1 ) 
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* ( 1 ) o sin3x - sin 2 x = y¡2 |sin x|(cos 2 x + sin 2 x) 
te>cos 2 xsinx = |sinx|cos^ 2 x--^ j 
Xét hai triróng hcrp : 

a) 0 < x < 7 t => sin x > 0 => |sin x| = sin x. Do dó : 


( 2 ) <=> cos 2 x = eos 2 x — 
1 4 


<=>2x = — -2x + k2ir (k e Z)o x = — + — 

4 16 2 

Trén khoáng (0 ; 7 t), ta duoc x = — va x — 
v 16 16 

b) n < x < 2k sin x < 0^> |sin x| = - sin x. Do dó : 


... , _ 71 | [5lt- 

( 2 ) o cos 2 x =-eos 2 x— =cos- 2 x 

4 y ^4 


( 2 ) 


o 2x = - 2x + k2n (k e Z) o x - — + — 

4 16 2 

Tren khoáng (7t; 2rc), ta dirpe x = vá x = 

16 4 

Tóm lai, táp nghiém cüa phirongtrinh lá ; 

^ _ í tt 9 n 21 ti 29?t 1 

"lió' 16’ 16 ’ 16 ) 


f (x) = 3 cos a 2x + (l - eos 2 2x) + 2cos 2 2x -1 - m 
= eos 4 2x(3cos 2 2x + l) - m. 

1) eos 4 2x(3cos 2 2x + l) = 0 cos2x = 0»x = — + — 

4 2 

2) f (x) = g(x) o eos 4 2x(3cos 2 2x + i) - 2cos 2 2x\/3cos 2 2x +1 - m = 0 
Dát t = eos 2 2xV3cos 2 2x +1 => t e [0 ; 2] 

Ta tim m sao cho phurcmg trinh t 2 -2t - m = 0 có nghiém t e [0 ; 2] 

Düng phircmg pháp tam thírc hoác dó thi, duoc : 

-1 < m < 0 . 
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7.2 cos3x + 2sin2x + mcosx = O 

<=> 4eos 3 x - 3eos x + 4sin xcosx + meosx - 0 
o cosx(4cos 2 x -3 + 4sin x + m) = 0 
o eosx(4sin 2 x - 4sin x - m - l) - 0 
1) m = -2 : (1) <=> cosx(2sin x -l) 2 =0 


eos x = 0 


sin x = — 
2 


x = — + krc 
2 

x- — + k2n 
6 

Sn . . 

x - — + k 2 íi 
6 


2) Nghiém cúa cosx = 0 khóng thupc khoáng 




Ta tim m dé phuong trinh sau có nghiém x e | 0 ; — ^ 


4 sin 2 x-4sinx-m~l-0 


Dát: t = sin x ; x e j^O ; — | t e (0 ; l) 


Ta tim m dé phircmg trinh : 4t 2 - 4t - m -1 - 0 có nghiém t e (0 ; l) 
Dáp só : -2 < m < -1. 

7,3 sin3x = msinx + (4-2m)sin 2 x 

« 4sin 3 x + (4-2m)sin 2 x + (m-3)sinx = 0 
o sin x[4sin 2 x - 2(m - 2)sinx + m -3] = 0 
1) m-3 :(l) o sin x(4sin 2 x - 2sin x) = 0 


o sin 2 x( 2 sin x -l) = 0 o 


x = krt 

x = — - 1 - k 2 x 
6 

5ji . „ 
x - — + k 2 ic 
6 


( 1 ) 


( 1 ) 


( 1 ) 
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7.4 


2) sin x[4sin 2 x - 2(m - 2)sin x + m -3] = O 
Tim m dé (1) có vá chi có 5 nghipm thupc [O ; 2tt] 

Phircmg trinh sin x = O da có 3 nghi^m thupc [O ; 2n] la O, re, 2k. 

Xét phircmg trinh : 4sin 2 x - 2(m -2)sin x + m -3 = O (2) 

Ta có : 

(2) c=> (4sin 2 x -1)-2(m - 2)sin x + m - 2 = O 

<0 (2sinx -l)(2sin x + l)-(m - 2)(2sin x -1) = O 
»(2sinx-l)(2sinx-m + 3) = 0 


o 


sin x = — 
2 


stnx - 


m -3 


Phiromg trinh sinx = — có hai nghiém thupc [0 ; 2n\ la — vá —. 

2 6 6 

Den dáy, d§ có dú 5 nghipm thupc [0 ; 2n]. 

Nhvr váy, yéu cáu bái toán sé durpc thoá man néu phurong trinh sin x = 


m -3 


- hoác vó nghipm. 


- hoác dóng nhát vói sin x - 0 hay sin x = 


Diéu kién lá : 


m-3 

2 

m-3 

2 

m-3 


<1 

>1 

0 


2 

m-3 _ 1 
2 " 2 


m < 1 

m > 5 
m-3 
m = 4 


m sin x - 2 _ m eos x - 2 
m-2cosx m-2sinx 
Trong diéu kipn xác dinh, ta có : 


( 1 ) 
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(1) rrr sin x - 2msin 2 x - 2m + 4sm x 
= irr cosx - 2mcos 2 x - 2m + 4cosx 
« 2m(cos 2 x -sin 2 x)(m 2 + 4)(sinx -cosx) = 0 

cc> (cosx - sin x)[2m(cosx + sin x)-(m 2 + 4)] = 0 
1) m = 1. 

1 


* Diéu ki£n xác dinh : 


cosx * 


1 

sin x * - 
2 


* (2) (cosx - sin x)| cosx + sin x = 0 


<=> cosx - sin x - 0 (vi cosx + sin x- —< 0, Vx e U) 


( 2 ) 


<=> tan x = !ox = - + kit (nhán) 


2) Diéu ki(?n xác djnh : < 


cosx * 


sin x it 


m 

2 

m 


Nhán xét ve phuong trinh : 

2m(cos x + sin x)- (m 2 + 4 ) = 0 
(3) <=> 2mcosx + 2msin x = m 2 + 4 

Ta có : a 2 + b 2 -c 2 = 4m 2 + 4m 2 -(m 2 + 4 ) = -m 4 -16< 0, Vm eR 
Váy phuong trinh (3) vó nghiem vói moi m (ké cá m = 0). 

Do dó : (2) o eos x - sin x = 0 <=> x = — + krc (k e Z) 

4 

Nghiém náy thoá man diéu ki^n xác dinh khi vá chi khi: m * ±>¡2 
Tóm lai, vói diéu ki^n m ^ ±y¡2 thi phuong trinh da cho có nghi?m lá : 


( 3 ) 


x - — + kx (k e Z) 
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Nlghiém náy thuóc doan [20u ; 30ti] khi va chi khi : 

20<k + — <30<=>20- — <k<30- — 

4 4 4 

Do k e Z nén ta có : 20 < k < 29 

Váy k nh$n 10 giá tri nguyén tú 20 dén 29. 

Két luán : Vó¡ phirong trinh da cho có 10 nghiem thuóc 

[207i;30jt]. 

7.5 Tim a dé hai phirong trinh sau tiromg dirang : 

Í2cosxcos2x - 1 + cos2x + cos3x (1) 

[4cos 2 x -cos3x = a cosx + (4 -a)(l + cos2x) (2) 

* (1) o cos3x + cosx = 2eos 2 x + cos3x o cosx(2cosx -1) = 0 

* (2) « 4 eos 2 x - 4 eos 3 x + 3 eos x = a cosx + 2(4 -a)cos 2 x 

<» 4eos 3 x - 2(a - 2)eos 2 x +(a -3)cosx = 0 


<=> cosx[4eos 2 x - 2(a - 2)cosx + a -3] = 0 

o cosx [( 4 eos 1 x - 0 - (a - 2)(2cosx — 1)] = 0 
<t> cosx(2cosx - 0(2cosx - a + 3) = 0 


eos x = 0 

2cosx -1 = 0 

a - 3 
eos x =-- 


Nhu váy, yéu cáu bái toán duge thoá man ncu phuang trinh cosx = 


a -3 


- hoác vó nghiém 


hoác dóng nhát vói eos x = 0 hay eos x = — 


Dapsó : 


a < 1 
a > 5 
a = 3 
a = 4 
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8.1 * Diéu kién : x * 


(I) <£>--=2cos x— i <=>sin2xcos x— =1 

sin 2x V 4) { 4 J 


o sin 3x — + sin x + — - 2 o 


sin I 3x \ = 1 


sin x + — = 1 

. L 4 J 


o x = — + k2 tt 
4 


8.2 * Diéu kién : sin xsin 2xsin3x * 0 


*(l)o— sm ^ X +---= 0 o sin 5x sin x - -1 (2) 

sin2xsin3x sinsin2xsin3x 

Do sin2x # 0=> cosx * 0 sin x * ±1 nén (2) vó nghiénv 

8.3 * Diéu kién : sin x * 0. 

* sin 5x = 5sin x c=> sin5x -sin x = 4sin x c^> cos3xsin 2x = 2sin x 

o eos 3x cosx sin x-sin x ocos3xcosx = l (do sin x * 0) 


<» cos4x + cos2x = 2 o 

V(iy phuong irinh vó nghiém. 

8.4 Giái tiromg ty vi dy 3. 

Dáp só : x - k2n, x = — + k27t 
2 

8.5 vsinx(l -sinx) + yjeo s2x(l - cos2x) = 1 

* Diéu kiyn : sin x > 0, cos2x > 0 

* Nhán xét: Ta có : 


cos4x = 1 
cos2x = I 


o x - k?r (loyi) 


J sin x(l -sin 2x) < —. Dáng thúrc *áy ra khi sin x - —. 

cos2x(l -cos2x) < —. Dáng thúc xáy ra khi cos2x = —. 

4 2 

Do dó : \Js in x(l - sin x) + \/cos2x(l - cos2x) < — + — -1 

2 2 


Suy ra : (1) <=> 


/sinx(l -sinx) = — 
2 


sin x = — 
2 


« ( •G>x = —+ k27t. 

cos2x(l-cos2x) =— cos2x = — 
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Chu’O’ng 4. 

BÁT OÁNG THtfC LITONG GIÁC 

■ 


9.1 sin" A+ sin 2 B+ sin" C > 2 

„ , , lx l-cos2A l-cos2B 

Taco: (!)<=>--+--- 


+1 - eos 2 C- 2 > 0 


( 1 ) 


<=> — (eos 2 A + eos 2B) - eos 2 C > 0 
2 

- eos(A + B)cos(A - B)-cos 2 C > 0 
<=> eos C eos (A - B)- eos 2 C > 0 
<=> eos C[cos(A - B) + eos (A + B)] > 0 

« 2cosCcos Acos B > 0 o eos AcosBcosC > 0 (2) 

Do ABC lá tam giác có 3 góc nhyn nen eos A >0, cosB>0, cosC>0 nén 
(2) dúng => (1) dúng. 


9.2 1) sin A + sin B + sin C < 


3V3 


Ta có : sin A + sin B + sin C + sin — 

3 

. . A + B A-B n . (C n') (C it 
— 2sin-eos-+ 2sin — + — eos- 

2 2 \ 2 6 J 12 6 


. . A + B _ .■ (C n | . 

<2sin-+ 2sin — + — <4sin 

2 U 6 


A + B C n') f A + B C n 
- - + + 


2 6 


eos 


2 2 6 


A+B+C+ 

< 4sin--— = 4 sin — => sin A + sin B + sinC + sin - < 4sin — 

4 3 3 3 

=> sin A + sin B + sinC < 3sin — =>sin A + sin B + sinC <- 

3 -2 

. . A . B . C 3 
2 ) sin — + sin — + sin — < — 

2 ■ 2 2 2 


LU0NG GIÁC - 9 
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_ , . a . b . e . it 

Taco : sin— + sin — + sm — + sin — 
2 2 2 6 


„ . A + B A-B „ . 

= 2 sin —-eos-+ 2sm 


4 

. A + B 


.re ti 

in — + — 

U 12 


C it 
cosí- 

4 ' 12/ 


re ti 

<2sm-+ 2sin —^- 

4 U 12 

'A + B C ti 

— *-f-1* - 

4 4 12 


< 4sin 


eos 


( A + B e _ 71 N 
4 4 12 

\ 2 


< 4sin 


A + B + C tí 

- ’ + — 

4 12 


4sin — 
6 


_ .A .B .C . 7t ,7i 

Suy ra : sin— + sin —+ sin —+ sin—<4sin — 

2 2 2 6 6 

.A .B . C , . 7t .A . B . e 3 
=> sin— + sin — + sin — <3sin — => sin— + sm — + sin — < —. 
222 6 2222 

3) Tircmg ty ta cüng chtmg minh duge : 

A B C 7i ti 

eos— + eos — + eos — + eos — < 4cos — 

2 2 2 6 6 

A C 7t ABC3 n/3 

eos—i- eos— + eos — < 3cos— => eos—i- eos—i- eos — <-. 

222 6 2222 

A B C rr 

4) tan —+ tan —+ tan—>v3- 

2 2 2 

A n B C 

Dat: a = tan —, B = tan —, y - tan — 

2 H 2 1 2 

, A ÍB + C^I A 
Ta co : tan — = cot r-=> tan — = 

2 l 2 J 2 


1 


B C 
tan 1 '2 + 2 


■ 4 B, C 
A '"tan-tan- 

=> tan --—^--é- => a =-=> a|3 + Py + va = 1 

2 B C B + v 

4 tan - + tan - p 1 

2 2 

=>(a + p +y) 2 ^3(ap + py + ya) = 3 =>a + |3 + y>V3 


tan — + tan — + tan — > a/3 
2 2 2 


(I) 
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9.3 1) eos A + cosB + cosC > 1 


(D 


Tacó : eos A + cosB + cosC = 1 + 4sin — sin — sin — 

2 2 2 

Do trong m<?¡ tam giác ABC ta có : 


ABC 


. A . B 


—, —, — e Oí —- I => sin —, sin —, sin — > 0 
2 2 2 “ 


, . A . B . C , 

=> l + 4sm —sin—sin —>1 
2 2 2 


Váy (1) dúng 


. A . B . C , 

2) sin— + sin — + sin— > 1 
2 2 2 

_ . . A . B . A B.B A. A+B C 

Ta co : sm — + sin — > sin — eos—+ sin—eos— = sin-- eos — 

222222 2 2 


O .A . B . C . C C r.fc Jl) pr y/2 , 

Suy ra : sin —+ sin —+ sin — >sin — h-cos— > V2sm —+ — > v2— -1 
22222 K2 4) 2 


... . A . B . C t 

Vay : sin—sm —sin —>1 
2 2 2 

,, . 2 A -2® .2^.3 
3) sin —+ sin —+ sin > — 

2 2 2 4 


2 A . 2 B . 2 C 1-cosA 1-cosB 1-cosC 


Tacó: sin — + sin — + sin — = 

2 2 2 2 


= — + —(eos A + eosB + cosC) < — - — = 1. 
2 2 2 2 


9.4 l) sinA + sinB + sinC^sin2A + sin2B + sin2C 

_ , . . . ‘ . „ . A BC 

Ta co : sin A + sin B + sinC = 4cos—eos—eos— 

2 2 2 

sin 2 A + sin 2B + sin 2C = 4sin A sin Bsin C 
ABC 

Váy : (t) o 4eosycos—cosy >4s¡n AsinBsinC 

A B C A A.B B.C C 

o eos—eos—eos— ¿8sin—eos—sin—eos—sin —eos— 
222 222222 

1 . A . B . C 

<=> — > sin — sin — sin — 

8 2 2 2 


O) 


( 2 ) 
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Theo két quá Vi dy 3 (trang 85), (2)dúng^> (1) dúng. 

. .,A . ■> B . 2 C . A . B . C 7 

2) sin — + sin' —+ sm - + sin — sin —sin —> — 

2 2 2 2 2 2 8 

„ , /1V 1-cosA 1-cosB 1-cosC . A . B . C 7 

Taco : (1) <=> -+-+-+ sin — sin—sin — > — 

2 2 2 2 2 2 8 


o 3-(eosA + cosB + cosC) + 2sin—sin —sin — > - 

2 2 2 4 

, , , . A . B . C „ . A . B . C 7 

o 3 - I - 4sin — sin—sin — + 2sin — sin— sin — >— 

2 2 2 2 2 2 4 

1 . A . B . C 

<=> — > sin—sin — sin — 

8 2 2 2 

Theo két quá Vi d\i 3 (trang 85), (2) dúng (I) dúng. 

A c k ^ aA + bB + cC ^ 7t 
3 a + b + c 2 

A + B + C < aA + bB + cC 
3 a + b + c 

aA + bB + cC A + B + C 
a+b+c 2 

<=> 2(aA + bB + cC) < (a + b + c)(A + B + C) < 3(aA +bB + cC) 

<=> aA + bB + cC<a(B + C) + b(C +A) + c(A + B) <2(aA + bB + cC) 



( 2 ) 

O) 


[A(a-b-c) + B(b-c-a) + C(c-a-b)<0 (2) 

° j(a-b)(A-B) + (b-c)(B-C) + (c-a)(C-A)sO (3) 
Do trong itiqí tam giác ABC ta luón có : 

a-b-c>0;(a- b)( A - B) > 0 


nén (2) vá (3) dúng => (1) dúng. 

9.6 Ta có : 0< C < — => cosC > 0 => a 2 + b 2 > c 2 
2 

=> a2Rsin A + b2Rsin B > c2RsinC 
a sin A + b sin B > csin C. 

Chuy: 

1. Djnh tí ham so cosin : 

2 ,2 2 

c 2 = a 2 + b 2 - 2abcosC => eosC = — 

2ab 
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2. Djnh ii hám só sin : 


sin A sin B sinC 


a = 2Rsin A 
= 2R => b = 2RsinB 


c - 2RsinC 


10.1 1 + 


— ) 


Tacó: |l + —¡—II l + —-— 
k sinaA cosa 

Theo bát dáng thúrc Có-si : 


, 1 1 1 

= 1 +-+-+-- 

sin a cosa sin acosa 


= 2^2_ s W2 =2 ^ 


JL + _!__ 2 L_l_ = 

sin a cosa V sin acosa vsin a 1 

1 2 

Mát khác : -=-> 2 

sin acosa sin 2a 


Suy ra : l + ——- 1 h -- I > i + 2 + 2>/2 > 5. 

k sinaA cosaj 


10.2 1 + 


sinAA sinBA sinC 


T + 75 


Dál : —í— - a, - r '— = b, —— = c. Ta có : 

sin A sin B sinC 

(1 + a) (l + b)(l +c) = i+ a + b + c + ab + bc + ca + abe 


> 1 + 3\/abc +3\j(zbc) 2 + abe >(l + Vabe) 


Mát khác : sin AsinBsinC <—— (Ban dpc ty chúrng minh> 

8 


Váy : 1 + 


sinAA sinB 


> 1 + 


I sin A sin Bsin C 


> 1 + 


£ ' 


10.3 (l + sin 3 A)(l +sin’ B)(l +sin 3 c) > 4 
Do ABC la tam giác nhon nén ta có : 


sin 3 A + sin 3 B + sin 3 C >2 
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Thát v£y, ta có : 

(2) <=> 2 + 2eos AcosBcosC > 2 <=> cosAcos BcosC > 0 
Tam giác ABC nhpn nén (3) dúng => (2) dúng. 

D$t a = sin 2 A, b - sin 2 B, C = sin 2 C. Ta có : 

(1 -a)(l -b)(l -c) + 2abc >0 => (I + a)(l + b)(l + c) > 2(a + b + c) > 4 
=> (l + sin 2 A)(l + sin 2 B)(l + sin 2 c) > 4. 

10.4 1 + — x 2 > eos A + (cosB + cosC)x, Vx e R 

2 

Ta có : (1) o x 2 -2(cosB + cosC)x + 2(1 - eos A) > 0, Vx e R 

A'< 0 o (cosB + cosC) 2 -2(1 - eos A) < 0 

. 2 B + C 2 ® ~ C , . 2 A „ 

<=>4cos -eos-4sin —^0 

2 2 2 

4sin —eos-4sin — < 0 

2 2 2 


•o 4sin — eos 


, B-C 


-1 <0 


(2) dúng suy ra (I) dúng. 
eos x 

l°-5 . , 7 -:-r > 8 

sin" x(cosx - sin x) 


Ta có : 0 < x < 


n ísinx>0 


cosx - sin x > 0 


Áp dung bát dáng thúc Có-si ta có : 


sinx(cosx - sin x) < 


sin x +cosx - sin 


ín x Y 


— eos'X 
4 


_ eos x eos X 

SuyTa: —— -— >-:- 

sm x(cosx -sin x) sinx .i. co Y x 

4 


4 8 

>-- =- >8 

sin x cosx sin2x 


10.6 yj 4cos 2 xcos 2 y + sin 2 (x - y) + ^4sin 2 xsin 2 y + sin 2 (x - y) > 2 
Truóc hét ta chúng minh bát dáng thúc : 


r + b 2 + \l c 2 + d° > J (a + cY + (b + d) 
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Th$t v|y, ta có : 

(2) « a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + 2yJ{a 2 + b 2 )(c 2 +d 2 ) > (a + c)‘ (b + d)~ 

o \¡(a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) > ac + bd (3) 

Theo bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski (3) dúng => (2) dúng 
Áp dung (2) ta có : 

^4cos 2 xcos 2 y + sin 2 (x - y) + ^4sin 2 xsin 2 y + sin 2 (x - y) 


> ^(2cos xcos y + 2sin xsin y) 2 + [sin(x - y) + s¡n(x - y)]“ 

> 2-Jcos 2 (x - y) + sin 2 (x - y) = 2 
V?y (1) dúng. 


10.7 Va, xeR: 


cos3x + asin3x +1 


’ 1 + x/l + 3a 2 * 

2 + cos3x 


l 3 J 


Dát: t - 


cos3x + asin3x + 1 


2 + cos3x 

Ta có : (2) cí> asin3x +0 - t)cos3x = 2t -1 
<=> AsinX + BcosX = C 
(3) có nghiém nén ta có : A 2 + B 2 > C 2 
Suy ra : a 2 +(l -1)~ > (2t -l) 2 => 3t 2 - 2t - a 2 <0 


(0 

( 2 ) 

( 3 ) 


1 - Vi + 3a 2 \ + \¡\ + 3a 2 -l-Jl + 3a 2 l + s/T+3a 2 

---< t <----<t<--- 


\ + \j\ + 3a 2 


Váy (1) dúng. 

10.8 tan A + tan B + tanC > 3\¡3 

Trong tam giác ABC ta có : tan(A + B)= -tanC. Suy ra : 

tan A + tan B _ * „ 

-= - tan C => tan A + tan B = - tan C + tan A tan B tan C 

1 - tan A tan B 

=> tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C 
Do tam giác ABC nhpn nén ta có : tan A, tan B, tan C > 0 
Theo bát dáng thúc Có-si ta có : 
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10.9 


S = tan A + tan B + tan C > 3\/tan A tan B tan C = 3%/s 
Suy ra : S > 3^/s => S 3 > 27S => S 2 > 27 S > 3^3 
Vay : tan A + tan B + tan C > 3\/3 

1 ) n/sííTa + Vsin B + VsinC < J cos ~ + Jeos y + ^cos^ 

Theo bát dáng thúrc Bu-nhi-a-cóp-ski ta có : 

\/sÍrrA + n/sÍíTb <V^CsinA + sinB) < 4sin A + B cos— — 

V 2 2 


A-B 


< 2Jcos—eos 

2 2 


< 2, eos — 
2 


V$y : Vsin A + n/sÍii 8,2^ eos Y 
Tirongtu : n/síiiB + VsinC <2^cos-y 
JsínC + Vsin A £ 2^cos-~ 

C<?ng (1), (2), (3) ve theo vé suy ra diéu cán chúng minh. 
I 1 1^1 I 1 

sin 2 A sin 2 B sin 2 C 2 A iB jC 

eos — eos — eos — 

2 2 2 


Theo bát dáng thúc Có-si ta có : 

2 


1 1 
- + — ; —> 


2 ' 


sin 2 A sin 2 B sin Asin B I [ CO s( A - B) - cos( A + B)] 

2 


-[l -eos(A 4- B)] -(1 + cosC) eos 2 - 

2 2 2 


x,- 1 1 ^ 2 

V@y : —t— + —-—>-— 

sin A sin’B cos 2 ? 

2 

T . I 1^2 

Tucrng ty: —;— 4- —r— > 


sin'B sin^C cos 2 A 
2 


( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


(1) 

( 2 ) 
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1 2 


sin 2 C sin 2 A CQS 2 B 
2 

Cqmg (I), (2), (3) vé theo ve suy ra diéu cán chirng. 

11.1 A > B > C => sin A > sin B > sinC 
Trong tam giác ABC, ta có : 

A > B > C a > b > c => 2Rsin A > 2Rsin B> 2RsinC 
=> sin A > sin B > sin C 

11.2 I + cosAcosBcosC > V3sin Asín BsinC 
Trong tam giác ABC, ta có : 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = 2 + 2 eos A eos BcosC 
Váy:(!) o sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C > 2\fl sin A sin BsinC 

on 3 

<z> 4R 2 (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 c)> 2\[Í -sin AsinBsinC 

2R 

o a 2 +b 2 + c 2 o a 2 + b 2 + c 2 >4Sjí 

4R 

Trong tam giác ABC ta có : 

S 2 - p(p - a )(p- b)(p -c) < p 

4 2 ■ 

Suy ra : S 2 < => S < -*-= - 


(3) 


p-a+p-b+p-c 


, , .2 3(a 2 + b 2 +c 2 ) 

r- - ,-U + b + c) < - 7=- 

3V3 12V3 12V3 


=> 4S-73 < a 2 + b 2 + c 2 
(2) dúng => (1) dúng. 

44 , 1 , 1 _ 1 ^x 2 +y 2 +z 

11.3 — eos A+ —cosB+ —cosC < 

z 


x y z 2xyz 

Trong mát pháng ta dpng 3 vector 
OA, ÓB, OC có do dái lá x, y, z vá h<yp 
vói nhau các góc : 

(OB, OC) = n - A ; (OC, Óa) = n - B ; 
(OA, OB) = 7t -C 


( 1 ) 


(I) 
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Ta có : (ÓA + ÓB + Óc) >0 

-> OÁ 2 + OB 2 + ÓC 2 + 20A.ÓB + 2ÓB.ÓC + 20C.6Á > 0 

=> x 2 + y 2 + z 2 - 2xycosC-2yzcos A - 2zxcosB > 0 

2yzcos A + 2zxcosB + 2xy cosC < x 2 + y 2 +z 2 

1 1 1 x 2 + y 2 + z 2 

=> — eos A + —cosB + —cosC <-. 

x y z 2xyz 


11.4 sin—< 

2 2vbc 


„ .... . ■> A a' l-eos A a' 

Ta co : (1) <=> sin —<-o-<- 

2 4bc 2 4bc 


“> 1 . T ■> 

, a" A , a" b“ + <r - a" 

<=> 1 < —— + eos A <=> 1 <-+- 

2be 2bc 2be 

<=> 2bc < b 2 + c 2 <=> 0 < (b - c)" 


11.5 


(2) dúng váy (1) dúng. 

lililí 

-+—+->—+—+- 

x y z a b c 

Ta có d<j> da i phán giác trong góc A 

. 2bc A 
i = -eos— 


Theo dé bái: 


2bc A 2bc 1 b + c 1 1 1 

x =-eos — => x <-=5> - >-— > — + — 

b + c 2 b + c x 2bc x 2b 2c 


Tuong tu : — > — + -— 
y 2a 2c , 

1 1 1 

— > — + — 

z 2a 2b 

C<?ng (1), (2). (3) ve theo vé, ta dircre : 

lililí 

— + ~ + - > — + — + -. 

x y z a b c 


(D 


( 2 ) 


( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 
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12.1 x > sin x 


D^t: f(x) = x-sinx, xe 0;^ 


Ta có : f '(x) = 1 -cosx ; Vx e 


0;- : f'(x)> 0 

2 J 


Ta có báng bien thién cüa f (x) : 


x 0 


Suy ra : f (x) > 0, Vx g 0:— => x - sin x > 0 => x > sin x, Vx e 0; — 

2 ] L £ 


H 


12.2 tan x > x, x e 0 ; — 

k 2 


D|t : f{x) = tanx-x veri x e 


Ta có : f'(x) - I + tan 2 x -1 = tan 2 x > 0 
=>f(x) lá hám só táng tren ^0 ; ^ 


=> f(x)>f(0), Vxej^O ; f(x)> f(0), Vxe^O ; ~ 

■=> tan x - x > O, Vx e O ; — => tan x > x, Vx e O ; — 

K 2) l 2) 

x 3 x 5 

12.3 sinx<x-+-(x>0) 

6 120 

x 3 X 5 

Dát : f(x) = x-- +-sinx 

6 120 

x 2 x 4 x 3 

Tacó: f'(x) = l -+-cosx, f"(x) = -x + — + s¡nx 

2 24 6 


f ™(x) = -1 + — + cosx, f ,4) (x) = x-sin x, f <5) (x) = 1 - cosx 
2 
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Ta có : F (s) (x) > O, Vx > O => f <4> (x) lá hám só táng 
x>0^f (4) (x)>f (4> (0) = 0 

=> f <4) (x) > O f “Cx) lá hám só táng 


Tiromgttr: f '(x) > 0 => f (x) lá hám só táng 

x 3 x 5 

x > 0=> f(x)> f(0) = 0 =>sinx<x-+ ——. 

6 120 

12.4 O < a < p < ^. Chúng minh : asina -psinp > 2(cosp - cosa) 
Ta có : (1) « asina + 2cosa > psinp + 2cosP 


Dát: f (x) = xsin x + 2cosx vói xe 


H 


Ta có : f'(x) = sin x + xcos x - 2sin x = xcosx - sinx 
f "(x) = cosx - xsin x -cosx - -xsin x 

Vxej^O ; ^ j : f"(x)<0=> f'(x) giám tren |^0 ; ^ 

x>0=> f'(x)< f'(0) = 0 

f’(x) < 0 => f (x) giám trén ^0 ; ^J 


Tacó: 0<a <p < — => f (a) > f(p) => (2) dúng => (1) dúng. 

i-, c a o n , ■ , ¿ tana tanp 

12.5 0<a < P< —. Churng minh rang : -<-- 

2 a p 


Dát: f (x) - 


tan x 


--t a n x 


Tacó: f'(x) = cos ' x 


x - sin xcosx 


x 2 eos 2 x 


Dát: g(x) - x-sin xcosx = x-—sin 2x 

2 


Tacó: g'(x) = I-cos2x > 0 


O) 

( 2 ) 
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x>0=^g(x)>g(0)-0 => f’(x) > O 


í TI 

f (x) dóng bién trén O ; — 

k 2. 


0 <a<P<^=> f(a)< f(p) 
B 


tan a tan p 

^r < nr 


. A B pr 

13.1 tan — + tan— + tan —>%/3 
2 2 2 

Dát: f(x)- tanx, xe|o ; ~ j 

f'(x) = 1 + tan 2 x, f "(x) = 2tan x(l + tan 2 x) > O 
Áp dyng bát dáng thúc Jen-sen ta có : 


ií\ 

+ f 

' B N 

,2, 

+f c 

2 -.«■ 

f A B C) 

-f — + ' 

2 2 2 

C I 

3 

l 3 ) 


A B C 7t A B C r- 

=> tan — + tan — + tan — > 3 tan — tan— + tan — + tan — >V3 

2 2 2 6 2 2 2 


A B C 3^3 

13.2 eos — + eos — + eos — < - - 

2 2 2 2 


Dát: f (x) - cosx, x e I 0 ; — 

2 


Ta có : f'(x) = -sin x, f "(x) = -cosx, f “(x) < 0, Vx e \ 0; — 

k 2/ 

Áp dung bát dáng thírc Jen-sen ta có : 


fíATffBVffCt 
\ 2 J \2 ) (2j, r 

/ A B C) 

- + — + - - 

2 2 2 

23 I 

3 

l 3 J 


A B C , tr A B C 3\/3 

=> eos— + eos— 1 - eos — < 3 eos— => eos-heos h eos — <- 

222 6 2222 


13.3 sin A+ sinB + sinC< 


3^ 


Dát: f(x) = sinx, x e (0; tt) 

Ta có : f '(x) - cosx, f "(x) - - sin x < 0, Vx e (0 ; ti) 


MI 
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Áp dung bát dáng thúc Jen-sen ta có : 


f(A) + f(B) + f(C) <f f A + B + O 


ji \ 3^3 

■ sin A + sin B + sinC < 3 sin I — sin A + sin B + sin C <-. 


13.4 tan A + tan - B > 2tan 


•> A + B 


Dát: f (x) = tan 2 x, x e | 0 ; ~ | 

Ta có : f'(x) = 2 tan x(l + tan’ x) = 2tanx + 2tan 3 x 
f "(x) = 2(l + tan 2 x) + 6tan 2 x(l + tan 2 x) 

Tacó: f "(x) > 0. Vx e | 0 ; 

Áp dyng bát dáng thúc Jen-sen ta suy ra diéu can chúng minh. 

Chiromg 5. 

GlA TRI NHÓ NHÁT VA GlA TRI LÓN NHAt 

■ • 

CÜA các hAm s<5 lltong giAc 


14.1 y =sin 2 x+sin2x =— (i-cos2x) + sin2x 

2 

1 1 I 7s( 2 . . 1 

= -+sin 2 x—cos 2 x = —h-— 7 = sin 2 x— í=cos 2 x 

2 2 2 2 [yfs 75 

1 75 . / , 

- —+ —sm( 2 x-a), 

2 2 

2.1 

vori cosa = —=, sin a 7 =. 

75 7 ? 

Ta tháy : |y| < 

Két lu¿n : 


GTLN cúa y lá -^ + -, dgt dirgc t?i x = -^a + ~ j 


+ kx 
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GTNN cúa y lá ^ dat du<?c tfli x = -^ 

14.2 y - eos 4 x + sin 4 x = 1 -2sin 2 x + cos 2 x 


a — | + kir. 

\ 2 , 


ti 1 3 1 

- I —sin 2 2x = 1 —(1 -cos4x) = — + -cos4x, 

2 4 4 4 

GTLN cüa y lá : - + — = ]; GTNN cua y lá : - - — = - 

4 4 4 4 2 

14.3 y = eos 3 xsin x - sin 3 xcosx - eosx sin x(eos 2 x - sin 2 x) 

1 . . A 1 . . 

= —sin2xcos2x =—sm4x. 

2 4 

GTLN cúa y lá — ; GTNN cúa y lá . 

4 4 

14.4 y = 4sin 2 x + 2cos 2 x = 2sin 2 x + 2(sin 2 x + eos 2 x) 

= l -cos2x + 2=3 -cos2x 
GTLN cúa y lá 4 ; GTNN cúa y lá 2. 

2 + eos x 


14.5 y = - 


<=> y sin x + (y - l)cosx + 2y -2 = 0 


sin x + eos x + 2 
y thuóc mién giá trj cúa hám só khi vá chi khi : 

(1) có nghi^m x o y 2 + (y -1) 2 > (2y - 2) 2 

„ > . , A 3-V3 3 + n/3 

<r> 2y“ - 6y + 3 < 0 o-< y <- 

2 2 

Váy : GTLN cúa y lá GTNN cüa y lá IzJl, 


14.6 y = ■ 


I 


= 1 + tan' x 


eos' x 
Ta có : y > 1 

y = I <=> tan x = 0 o x = kn 
Váy : GTNN cúa y lá I 

lim y = +oo nén y khóng có GTLN. 1 

n~ 

x—►— 

2 

14.7 y = sinx + cosx = V2cos|^x-^j 

Váy : GTLN cüa y lá ; GTNN cúa y lá -J2. 


(I) 
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14.8 y = sin x - cosx = \¡2 sin^x j. 

Váy : GTLN cúa y la sil ; GTNN cúa y lá S. 
3sin 2 x(l - 4siir x) 


15.1 y = 


eos 4 X 


3sin 2 x +1 -4sin 2 x N 

2 

< 

f 1 -sin 2 x N 

2 4 

eos X 

v eos 4 X y 

l 2 

4 


Tacó: 0 < x < — => 0 < sin x < — => 1 - 4sin 2 x > 0. 

6 2 

Áp dyng bát dáng thúc Có-si, ta có : 

3sin 2 x(l -4sin 2 x)<| 

... 1 

Váy : y < —. 

4 

Tacó: y = — <=> 3sin 2 x = 1 -4sin 2 x <=> sin 2 x = — o- sinx = —1= 
4 7 V7 

Váy GTLN cúa y lá 

15.2 y - cot x(cosx + cot x)sin 2 x + l 


eos 2 x •>.■>. 1 


eos' X 


_ , tus A -I . •> I . -> 

i a co : y = : -t cot'x + sin" x +1 = —-— + sin" x + 

sinx sin" x sinx 

Áp dyng bát dáng thúc Có-si, ta có : 

' 1 


sin 2 x 


+ sin x > 2 


V sin 2 x 


■sin 2 x = 2 


/x eos x „ 

0 < x < 71 =>-> 0 


sin x 


Tir (1) vá (2) suy ra : y > 2 

[eos 2 x - 0 
Ta có : y-2o- 


1 


sin 2 x 


71 

, <=> X - — 

sin 2 x 2 


Váy : GTNN cúa y lá 2. 

15.3 y -\j cosx + Vsin x 

De Kám só xác dinh ta phái có : 


|0<cosx < I 
I 0< sinx <, 1 


( 1 ) 

( 2 ) 
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15.4 


Kh¡ dó : 1 = eos 2 x + sin 2 x < (eos 2 x) + (sin 2 x) = •Jeosx + VsirTx 
M£t khác theo bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 

y - Veosx + %/sinx < yj(\ 2 + l 2 )(cos x + sin x) 

< 

V^y ta durge : 1 < y < 




y = 1 o 


x - k2rc 

x = — + k2tt 
2 


y = V&<=>* = — + k2rt 
4 

Váy : GTLN cüa tfe ; GTNN cúa y la 1. 


Icosx + sin x| 



Ta có: y > 0 


y-Ooeosx = -sinx « x = — + ktt 

4 


Theo bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 

I 

l. 

Icosx + sin x| 


y = 


4Í 


■S cosx + l.sin x 


•Jicos 2 


x + sin x 


\Ilcos 2 


x + sin" x 


yá 


1 + 1 |(2cos 2 x + sin 2 x) 

2 




’cos" x + stn~ x 
\¡6 \/2cosx sinx 


£ 

2 


y = T o. 


1 

'Ti 


i 


o tan x = 2 


Váy : GTNN cúa y lá 0 ; GTLN cúa y lá . 


LlíQNG GIÁC - 10 
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1S.S y = cos3x + \/2--cos^3x 

Áp dyng bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 

• y - cos3x + \l 2- eos 2 3x < \j( l 2 + l 2 )(cos 2 3x + 2 - eos 2 3x) < 2 
y = 2 <=> cos3x = V2-cos 2 3x (cos3x > 0) 
o eos 2 3x = 2 - eos 2 3x <=> eos 2 3x = ] 


cos3x = t <=> 3x = k2n o x = 


Váy : GTLN cúa y lá 2 


k2?i 

~Y 


15.6 y = sinx + V2-sin 2 x + sinxv2-sin 2 x 

Theo bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 

sin x + \¡2- sin 2 x < \Z(l 2 + i 2 )(sin 2 x + 2-sin 2 x) < ^¡2/2 = 2 
Theo bát dáng thúc Có-si. ta có : 

í.^2- sin 2 x <|sinx|V2-sin 2 x - \/sin 2 x(2 -sin 2 x) 


sin x.- 


<—(sin 2 x + 2-sin 2 x) = l 
2 


V áy ; y < 3. 


sin x = \¡2 -sin 2 


o sin x = 1 o x = — + k2x 
2 


Ta có : y = 3 <=> * sin x = |sin x| 

sin 2 x = 2 -sin 2 x 
Váy : GTLN cúa y lá 3. 

15.7 y = Va + eos x + Va + sin x (a > 1) 

Ap dpng bát dáng thúc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta dir<?c : 


y < V2(2a + cosx + sin x) = . 2 


2a + V2 sin [x+íjjsVíü a + Vi) 


y = \¡2{2sí + Vi) o x = — + k2n 

4 

Váy : GTLN cúa y lá \¡2(2& + Vi). 
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If o 1 I . 2 

15.8 y = eos" x h—-—+ sin x + 


Theo bát dáng thirc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 

y = — (l 2 + l 2 ) ícos : x + ——¡—) + fsin 2 x +—l r 
2 l cos- X ; l sin 2 


1 , I . , i 

>— eos" x +--— + sin"x + -— t ¡— 

2 L eos" x sin" x 

>-|"l +—1_ >l(]+4) 2 
2\_ sin“2xj 2 


... 25 

v?y: y>Y 

_ , sin 2 2x = 1 

25 71 , 

— , 1 . , I «=>X = -+kn. 

2 eos" x +-— = smx +—— 4 

I. eos" x sin" x 

25 

Váy : GTNN cíia y lá —. 


16.1 f (x) = VsirTx + %/cosx, x i 


71 7t 

J ’ 2 


, \ cosx sinx (-J cosx) -(\/sinx) 

Jaco: f'(x) = —-.— - — --— - ' _ _—- 

2\/sinx 2vcosx 2vsinx.cosx 


— ; — 1 : 0 

3 2 J 


<cosx <sinx => f'(x)<0 


Tacó báng bién thiéncúa f(x): 


x E 


GTLN 


Váy : GTLN cüa f(x) lá 


GTNN 
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GTNN cúa f(x) 



= 1 . 


— 3 r- + 3 tan 2 x -1 


16.2 f( x ) = -sin_s_ 


tan x + cot x 
Ta có : f(x) = 


3(tan 2 x + cot 2 x ) + 2 . . , 


tan x + cot x 
D$t: t = tan x + cot x 

Ta có : |t| - jtan x + cot x| = |tan x| + 


(vi cot" X = 


sin 2 x 


1 ) 


I 


Itanx 


>2 


t 2 - tan 2 x + cot 2 x + 2=> t 2 - 2- tan 2 x + cot 2 x 

«,)-»(., ^ 


Ta kháo sát hám so : 


g(t) = 


3t 2 - 4 


t 


veri 


ori t e (-ao ; - 2]u[2 ; + «>) 


g’(.)^>o 

Ta có báng bien thién cúa g(t): 



16.3 y 


V£y f(x) khóng có GTLN vá GTNN 
2 eos 2 x + Icosxl + 1 


|cosx| + l 

2|cosx|~ + icosxl + I 


TaCÓ;y= IcOSxl + l 
Dát: t = Icosxl, t e [O ; l] 
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V£y : GTLN cua y lá 2 ; GTNN cúa y la I. 


16.4 y = 1 + cosx +—cos2x +-cos3x 
2 3 

Ta có : y = 1 + cosx + — (2eos 2 x - l) + -(4cos 3 x -3cosx) 
2 3 


H J 2 1 

-—eos x + cos x + — 

3 2 

B§t : t = cosx, t e[-1 ; l]. Ta có : y = f(t) = — t 3 +1 2 + ■- 

t=0 

f'(t) = 4t 2 +2t ; f’(t) = 0« i 

t = — 

L 2 

Ta có báng bién thién cúa f (t): 


t -1 

1 

‘ 2 

0 1 

f’(t) 

0 

0 + 


7 

17 

f(t) y, 

1 / 

12 

\:/ ? 

6 . 


2 


Váy : GTLN cúa y lá ~ ; GTNN cúa y lá 
16.5 y - \J eos 2 x - 2 eos x + 5 + V eos 2 x + 4 eos x + 8 


Ta có : y = v4 + (1 - cosx)" + y4 + (2 + cosx) 2 
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Dát: t = I - eos x, t e [0 ; 2] 
y = f(t) = \/4 + r + ^4 + (3 - 1) 2 

f , (t)= t t t - 3 = 1^4 + 0-t> : +(t-3)V4^? 

V 4 + t 2 \¡4 + ( 3 -t ) 2 4 + 1 2 .\j 4 + (3 - i ) 2 

f'(l) = Oot = - 
2 

Báng bien thién cüa f (t) : 


t 

0 

■ 3 

2 

2 

f 

- 

0 

+ 

f 

2 + VT3 

^ 5 ^ 

2 {¿ + {5 


V?y : GTLN cúa y lá 2 + VÍ3 
GTNN cua y la 5. 


Chu’O’ng 6. 

LLTONG GIÁC TRONG HlNH HOC 

• « 


17.1 A + B = rc-C=> tan (A + B) = -tanC ^ an ^ + * an ^ _ -t an c 

I - tan A tan B 

=> tan A + tan B = -tanC(l - tan A tan B) 

=> tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C. 


17.2 


A + B 


- , A B , 

--=> tan — + — - cot 


2 2 


2 2 


„ A , B 

tan —Man 
2 2 


1 


A 4 B 
tan tan — 
2 2 


tan 


A B B C C A , 
tan — tan — + tan — tan — + tan — tan — - 1. 
2 2 2 2 2 2 
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. . . . n . „ A + B A - B C C 

17.3 sin A + sin B + sinC = 2sin-eos-- + 2sm — cos^- 

2 2 2 2 


= 2 eos — 
2 


A-B A + B 

eos-— + cos— — 

2 2 J 


„ ABC 
= 4cos—eos —eos — 
2 2 2 


A + B A-B i C 

17.4 eos A + cosB + cosC = 2cos-eos-+ I - 2sirr — 

2 2 2 


, ' C 
= 1 + 2 sin — 
-> 


A-B A + B 
eos—-eos 


, . A . B . C 

= I + 4 sin —sin—sin —. 
2 2 2 


2 2 
17.5 Theo djnh lí hám só sin, ta có ; 

a 2 -b 2 sin 2 A — sin 2 B (sin A-sin B)(sin A + sin B) 


sin 2 C 


sin" C 


„ A + B . A-B . . A + B A-B 

2cos sin - -2sm.-eos- 

2 _2_2_2_ 

sin 2 C 


_ A+B A + B „ . A-B A-B 

2sin — eos - • 2sin -eos — 

2 2 2 _ 2 _ 

sin 2 C 

sin(A + B).sin(A - B) sinC.sin(A - B) 
sin C sin C 

sin(A - B) 
sinC 


17.6 Ta có : a = 2bsin 10 o 

a 3 + b 3 =8b 3 sin J 10° + b 3 = 2b 3 Usin 3 10° + sin 30°) 

- 2b 3 [4sin 3 10° + 3sin 10 o - 4sin 3 10 o ] 

- 2b 3 Í3 sin 10°) = 3b 2 (2 bsin 10 o ) 

= 3ab 2 

V£y : a 3 + b 3 = 3ab 3 . 

18.1 Ta có : S ABD + S ACD = S AUC 

c 1 , • A 1 u , • A 1 . ■ A 

Suy ra : — c./ A sin — + —b./ A sin— = — bcsin A 
2 22 22 

I. A ., , I . . A A 

- —sin — (b + c) = —bc.2sin —eos — 

2 A 2 2 2 2 



B H C 
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A A 

2bccos— eos — , , , , 

, 2 2 b + c 1 1 

A b + C / A 2 be 2b 2c 

B C 

eos - , , eos— , . 

■r » ' 2 * 1 2 1 1 

Tircmg t\r, ta co : — = — + —,-— - — + — 

l B 2a 2c I c 2a 2 b 

ABC 
eos— eos— eos- . , , 

Dod4; _l + ^.*_í. = i + l4Í 

/ A / B l c a b c 

18.2 Chon diém D sao cho C'D = AA'. Ta chúng minh dirgc BB'CD lá hinh binh 
hánh, suy ra : CD - BB'. * 

Tam giáe CC'D có 3 canil có dp dá¡ lá m A , m u , m c nén ta có : 


S, -S CC [) = N / m ( m -m A )(m-iTiu)( m -m c ) 
Mát khác, ta l*ii có : 
c_c _ic _1 S 

3 - 3 AI1C ~ J 3 C"liC “ ^ 3 CC'D 

Suy ra : S = ^^(m - m A )(m - m u )(m - m c ) 


cL \g: 


V ~ 

v _ ^ \ " ^ 


B'\ \E \ ^' C 


18.3 a) Ta có : r = lAsin 


Suy ra : 1A = 


Tirong ty : IB- —; 1C = 

sin sin 

2 2 


Do dó : IA.1B.IC = 


. A . B . C 
sin sm sin — 
2 2 2 


... S abe abe 

Mat khac, ta l^i co : r = — - —— - ---—- 

p 4Rp 2R(a+b + c) 



B M 


2RsinA.sinB.sinC . A . B . C 

-= 4Rsin—sin — sin — 

sin A + sin B + sinC 1 2 2 2 
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Suy ra : 1A.1B.IC = 4R.r 2 


■ UT , . . -> r ■> 2Rstn A , A 

b)Taco: aJA -a.-— = r -— = 4Rr cot — 

. •> A . i A 2 

sin" — sin" • 

2 2 

Suy ra : alA" + bIB 2 + cIC 2 = 4Rr 2 í cot—+ cot —+ cot — 

k 2 2 2 


( B C 

Ta lai có : a = BM + CM = r cot — + cot — 

l 2 2 


„ í A B C'a+b+c 

Suy ra : r cot — + cot — + cot — - —— = n 

V 2 2 2) 2 


Suy ra : alA" + bíB" + clC" = 4RS. 
18.4 Ta có thé gíá sir B > C. 

_ , MH l(HC-HB) 


Ta có : cot a - 


AH 2 AH 


= — [cot C^-cot B] 
2 

sin(B-C) 

2s¡n BsinC 



B H M 


18.S a) Ta có : BB' = 


CC' = 



Suy ra : /" = BB'.CC'^ 


be asín B.asinC 

B C ~ B~ CT 

eos - eos eos - eos 

2 2 2 2 


.i , . B . C r- . B . C 
r - 4a" sin- sin— => —¡¿--sin —sin — 
2 . 2 4a^ 2 2 

b) Ta có : B¡C = 180°+ - 130° 


Ap dyng djnh lí hám so sin váo tam giác 1BC. Ta có : 
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IB IC BC 


S ¡„ B sin C si " BIC si " ,35 “ 
2 2 


= aVI 


Suy ra : 


. B. C . r- r- 

==>IB.IC = 2a sin —sin — - 2a'—- = — 

ir rz . C 2 2 4a 2 2 

IC - as/2 sin — 

2 


18.6 Ap dung dinh lí hám só cosin váo hai tam giác ABC va ADC ta có : 

B 


AC“ = a 2 + b 2 - 2abcos B 


AC 2 = c 2 + d 2 -2cdcosD 


Tú giác ABCD nói tiép nén ta có : 
B + D = ti 

Suy ra : eos B = —eos D 
sin B = sin D 



Do dó : eos B - 


•> .2 2 j2 

a + b -c -d 
2(ab + cd) 


M^t khác, ta Ipi có : 


S - S ABCD = S ABC + S ADC> S - -^absin B + ^-cdsin D 


S - -(ab + cd)sin B 
2 


Tacó: sin 2 B = ]-eos 2 B - 1- 


(a 2 +b 2 -c 2 -d 2 )' 


C 


4(ab + cd)“ 

_ [2(ab+ cd)-(a 2 + b 2 -c 2 -d 2 )J[2(ab + cd) + (a 2 + b 2 -c 2 -d 2 )] 

4(ab + cd)~ 

[(c + d) 2 -(a-b)'][(a + b)" -(c -d 2 )] 

4(ab + cd) 2 

_ (c + d + a - b)(c + d - a + b)(a + b + c-d)(a + b + d -c) 

4(ab + cd) 2 

4(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) 

(ab + cd)' 
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Suy ra : S = I(ab + cd) ■ 

2 ab + cd 

= J(p-a)(p-b)(p-c)(p - d). 


2 2 2 (2a 2 + 2a’ -b 2 ) 

to m T r c nig c rn» c i 

18.7 Ta co ; - —- ce> — = —K- o — = —- 

b m c b- m - c b- ( 2a 2 + 2b~ *-'c 2 ) 

4 

<=> 2a 2 c 2 + 2b 2 c 2 - c 4 - 2a 2 b 2 + 2bV - b 4 

<=> c 4 - b 4 - 2a 2 (c 2 - b 2 ) = 0 

o (c 2 - b 2 )[c 2 + b 2 - 2a ] = 0 (b * c) 

c=> 2a 2 = b 2 +c 2 <=> 2a 2 = a 2 + 2bccos A 

a sin A 

o eos A -- <=> eos A -- 

2bc 2sinU.s¡nC 

. sinA sin(B + C) 

<=> 2cot A =-— <=> 2cot A = —--— 

sinB.sínC sinB.sinC 


o 2cot A - 


sin BcosC + sin C eos B 
sin B.sinC 


ce» 2cot A = cot B + cot C. 
18.8 Goi d lá cóng sai can tim, ta có : 


Mát khác, ta Igi có : 


d = b- a = c-b. 


C r 

tan — =- 

2 p-c 

A r 

tan — -- 

2 p-a 

S = pr 

S 2 = p(p-a)(p-b)(p-c) 


„ 3 C A 2 ! 3Sf r r 

Suy ra : - r tan-tan — - —- 

2 \ 2 2) 2pl v p-c p-a 

_3S r(c-a) _^S rd 
2p(p ~c)(p - a) p(p-c)(p-a) 
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S rd _3d(p-b)r 

P__ pr 

p(p - b) 


_ 3d(p-b) _ 3d(a + c-b) _ b 
p a + b + c 3b 

18.9 Áp dpng djnh lí hám so cosin váo các tam giác ABD vá CBD ta có 
BD“ = a 2 +d 2 - 2adcos A 

BD 2 = b 2 +c 2 - 2bccosC 
Do ABCD lá tú giác oqí tiép nén ta có : 

A + C = 7t eos A = -eos C 

=> a 2 + d 2 -2adcosA = b 2 +c 2 + 2bccósA 
a +d -b -c 


■ eos A =- 


1 - eos A = 1 


2(ad + be) 

•J ,9 , ? 7 

a" + d" - b -c - 


2(ad + bc) 


_ (b + c)~ -(a-d) 2 2(p-a)(p-d) 

2(ad + bc) ad + be 


> sin 


2 A (p-a)(p d) 


ad + be 


T „ , A 2 A (p-a)(p-c) 

Tirorng ty, ta duge : eos — = --—-- 

2 ad + be 

Tú (1) vá (2) suy Fá : tan 2 ^ = ^ P - *ffi ^ 

2 (p-b)(p-c) 


. A k A 

Do: 0< — < — => tan — >0 nen : 
2 2 2 



( 1 ) 

( 2 ) 


tan — = f (P- a )(P~ d ) 

2 \j (p-b)(p-c) 

C ( y\ 

19.1 tan A + tan B = 2cot— o tan A + tan B = 2 tan - 

2 V 2 
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A+B A+B _ 

tan A - tan-- tan-tan B 

2 2 


. A-B 

sin- 

2 


. A-B 
sin 

2 


A+B A+B 

cosAcos- eos— - cosB 

2 2 

■ A ~ B ^ 

A-B. x sin— ; --0 

osin-(eos A - eos B) = 0 <=> 2 o A = B 

[eos A-eos B 

19.2 tan A + 2 tan B = tan Atan 2 B <=> tan A + tan B = - tan BÜ - tan A tan B) 

<r>-= tan(-B) « tan(A + B) - tan(-B) 

1 - tan A tan B 


oA + B = -B + itoit-C = it-BoB = C. 


19.3 a 


( C 

cot- 

1 2 


tan A = b tan B - cot — 

) K 2 


A + B 


(l)«a tan-tanA =b tanB-tan 


A + B 


( B - A N 

2RsinAsin - 2RsinBsin 

i 2 J. 


A + B 

eos eos A 
2 


eosBeos 


í 8 ;-') 


A + B 


<=> tan A sin 


. f B-A^l D . f I 

tn- = tan Bsin - 

V 2 ) K 

—— litan A-tanB) = 0 
2 ) 

2 ) <=> A = B (De 


B-A 


B-A 


B-A 


k 2 ) <=> A = B (Do 0 < A, B, C < n). 

tan A = tan B 


. eos' A + eos" B 1/ , ■> 

19.4 --r— = -(cot"A + cot Bj 

sin" A + sin" B 2 


... , eos'A + eos" B 1/ 2 . . 

(!)<=>) +---^— = (l +cot A +1 +cot"B) 

sin" A + sin" B 2 
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19.5 


19.6 


^ 2 _ 1 í I + 1 N i 

sin 2 A + sin : B 2lsin 2 A sin 2 By 

4 sin 2 A + sin 2 B 

<H> - =- 

sin 2 A + sin 2 B sin 2 Asin 2 B 
<=> (sin 2 A + sin 2 B) - 4sin 2 Asin 2 B 

(sin 2 A-sin 2 b) =OosinA = sinBoA = B. 

I + cosB 2a + c 
sin B - c - 

,, (1+cosB)' (2a + c)~ (1 + cosB)" 2a + c 

(])<=>---—— = —-—— <=>---— = -- 

sin - B 4a"-c' 1-cos B 2a-c 


o 


1 + eos B 
1 - eos B 


2sin A + sinC 
2sin A - sinC 


o (l +cosB)(2sin A-sinC) 


= 0 ~cosB)(2sin A + sinC) 


<=> 2sinA—sinC + 2 eos B sin A - sin C eos B 
- 2sin A + sinC - 2cosBsin A - sinCcosB 


o sinC = 2 sin A eos B osin(A + B) = 2 sin A eos B 
o sin A eos B +sin BeosA = 2 sin A eos B 
o sin A eos B - sin B eos A = 0 


o sin (A - B) = 0 (0 < A, B < ji) o A = B. 

i -> _ -i A + B 

tan" A + tan" B = 2tan"- 


Dát : f (x) = tan’ x, x e (0 ; 7i) 

Ta có ; f'(x) = 2tan x(l + tan 2 x) = 2tan x + 2tan 3 x 
f "(x) = l(] + tan 2 x) + 6 tan 2 x(l + tan 2 x) 

Vx e ^0 ; : f "(x) > 0 => f(x) lá hám só Iñm. 


( A + B'i f(A) + f(B) , 7 A + B 

=^> t -— <----=> 2tan"- 

l 2 ) 2 2 

Dáu báng chi xáy ra khi A = B. 

Váy : (1) <=> A = B. 


< tan 2 A + tan" B 


(i) 


( 1 ) 
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19.7 


sin A +sm B + sin C = 1 - eos A + cosB + cosC 

. . A A . B + C B-C „ . , A _ B + C 
(1) o 2sin—eos— + 2sm-eos-= 2sin' — + 2cos-eos 

2 2 2 2 2 2 

i 

A ( . A Q-C\ . A( . A B-C'i 

o eos— sin — + eos-- sin— sin— + eos—— 

2K .2 2. ) 2 v 2 2 ) 

A . A A 

<=> eos— = sin— o lan — = 1 
2 2 2 

A k . n 
o — = — o A = —. 

2 4 2 


( 1 ) 

B-C 

2 


3.8 3(cosB + 2sinC) + 4(sinB + 2cosC) = 15 (I) 

(1)0 (3eos B + 4sin B) + (ósinC + 8eosC) -15 
Ap dung bát dáng thiíc Bu-nhi-a-cóp-ski, la có : 

3eosB + 4sin B < J(9 + 16)(cos 2 B-t-sin" B) - 5 
6sinC + 8cosC < \j (36 + 64)(sin 2 C + eos 2 c) = 10 


V$y : (1) o 


Í3cosB + 4sin B = 5 
¡6sinC + 8cosC = 10 


o 


sin B 

cosB 

sinC 

.cosC 


4 

3 

4 
3 


o tan B = cot C => B + C = — => A = —. 

2 2 


19.9 S — ■—(a + b — c)(a + c — b) (I) 

4 * 

(1) o Jp(p-a)(p-b)(p-c) = -^.2(p-c)2(p-b) 

<=> P(p-a)(p-b)(p-c) = (p-c) 2 (p-b) 2 

o p(p-a) = (p-c)(p-b) o p : -pa = p 2 -pb-pc + bc 
op(b + c- a) = bc o(a + b + c)(b + c- a) = 2bc 

o(b + c)“ - a 2 - 2bc o b 2 + c 2 = a 2 o A = —. 

2 

19.10 aeosB-bcos A = asin A - bsin B (I) 

(l)o 2Rsin AcosB-2RsinBcosA = 2Rsin 2 A -2Rsin 2 B 
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OSin 


in (A 




l-cos2A^ [l-cos2B 


o sin(A - B) = sin(A + B)sin(A - B) 


o sin (A - B)[sin(A + B)-l] = 0 <=> 


sin(A - B) = 0 
sin(A + B) = 1 


oTam giác ABC hoác vuóng hoác cán. 

a + b 

19.11 a tan B + btan A = (a + b)tan - 


A = B 

A + B = — 
2 


(D 


(1) o a tan B - tan 


A + B 


B-A 


= b 


A + B 

tan-- - tan A 


B-A 


2RsinAsin - 2RsinBsin- 


A + B 

eos B eos- 

2 


A + B 

eos-eos A 

2 


o 2 sin A eos A sin 

■ • i' B -A 

» sin 2 A sin 


B-A 


B-A 

= 2sin BcosBsin- 


<=> sin 


B-A 


■ on B " A 
= sin2Bsin- 


(sin 2A -sin2B) -0 <=> 


sin (^) =0 

sin2A = sin2B 


A = B 
2A = 2B 
2A = «—2B 


A - B 


A + B = — 


o Tam giác ABC ho$c vuóng hoác cán. 

19.12 2(acosA + bcos B + ccosC) = a + b+ c (1) 

(1) o 4R (sin AcosA +sm Bcos B + sin CcosC) = 2R(sinA + sin B + sinC) 
<=> sin 2A + sin 2B + sin 2C - sin A + sin B + sin C 
<=> 2sin(A + B)cos( A - B) + 2sinCcosC 


- 2sin 


íA + B^ fA-B^ C 


eos - 


V 2 


+ 2sin —eos— 
2 2 
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o s¡nC[cos(A - B) - cosí A + B)] -cos¬ 


er A-B A + B 


2 v 2 


. . . Q „ A B C A . B . C 

<=> sin Asm BsmC = eos—eos—eos— o 8sm — sin —sin — = I 

2 2 2 2 2 2 


A-B A + B x i . C 


<=>4 eos---eos- 

L 2 2 


A-B . C'i . C 


sin — = 1 <z> 4 eos-sin— sin— = i 

2 l 2 2) 2 


,. 2 C .. C A-B . 

o 4sin-4sin—eos- 1 1 = 0 

2 2 2 


. C A-BV . , A-B 


<=> 2sin-eos- 

■ l 2 2 


+ sin‘-= 0 

2 


A-B „ 

sin-- 0 

~> 


A = B 

c I 

A-B sin— = — 


2sín— = eos- 

l 2 2 


A-B 

o ■ 7 t o Tam giác ABC déu. 

. ~ I 


19.13 S = —(a + b + c)’ (1) 

36 

_ p: ^ . 

0)«=> N /p(p-a)(p-b)(p-c) = ^-(2p) 2 op(p-a)(p-b)(p-c)---V 

Jo Z f 

<=> (p-a)(P- b )(p-c) = -P- (2) 


Theo bát dáng thúrc Có-si, ta có : 


(p-a)(p-b)(p-c) :£ 


p-a+p-b+p-c\ 


o(p-a)(p-b)(p-c)<^ 
Váy :(2)<^>p-a = p- b = p- c<=>a = b = c. 


19.14 rn a + m b + m c = 


Áp dpng bát dáng thírc Bu-nhi-a-cóp-ski, ta có : 


LÜQWG GIÁC - 11 
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81R 2 


= ( m s +m b +m c ) 2 <3(m 2 +m 2 +m 2 ) 


„ 81R , 

Suy ra : -< 3 


2b 2 + 2c 2 -a 2 2a 2 +2c 2 - b 2 2a 2 + 2b 2 -c 2 

---+-+- 


81R" 9/ t ,i 2 \ nn i i .i •> 

=$ -<— (a'+b' + c ) => 9R' < a" + b" + c' 

4 4 

=> 9R 2 < 4R 2 (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 c) 


. YI-COS2A l-cos2B , 

>9<4 -+-+1 - eos 2 C 

K 2 2 

■ 1 < -2(cos2A + cos2B)-4cos 2 C 

> 1 < -4cos(A + B) cos(A - B) - 4cos 2 C 

> 4cos 2 C -4cosC.cos(A - B) +1 < 0 

> [2cosC -cos(A - B)]~ + sin 2 (A - B) <0 


sin(A - B) = 0 


1 


cosC cos(A -- B) 
2 


A = B 

C = - 

3 


=> Tam giác ABC lá tam giác déu. 

19.15 Vtan A + Vtan B + Vtan C =, coi — + . < 

V 2 V 


B 

cot— + 
2 


C 

. cot — 

V 2 


Tír (1) suy ra các góc A, B, C déu nhpn. 

Ap dyng bát dáng thúrc Có-si, ta có : 

7tan A + Vtan B > 2Vtan AtanB 
Dáu báng chi xáy ra khi A = B. 

Ta chímg minh : Vtan A tan B >. cot — 

V 2 


eos" 


,C 


(3) o tan Atan B>- 


2 sin A sin B 1 + cosC 
L o-> 


sin 


]C cosAcosB 1-cosC 


•o sin Asín B - sin A sin BcosC £ eos A eos B + cosAcosBcosC 


O) 

( 2 ) 

( 3 ) 
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o cosí A + B) < -cosCcosÍA - B) » -cosC < -cosCcosÍA - B) 
ol>cos(A-B) (4) 

(4) dúng (3) dúng. 

Váy : 7t an A + \l tan B > 

Turcmg ty, ta có : 7tan B 

Suy ra : Vtan A + Vtan B 

Dáu báng chi xáy ra khi A = B = C. 

V£y : (l)oTam giác ABC látam giác déu. 

19.16 


cosC = — 

2 

COSÍA + B) + cosÍA - B) = — 

2 



a + b c 2 _ a 2 +b 2 -c 2 _J^ 

b a ab _ 2ab 2 

co • 

eos A eos B = — 2 eos A eos B = — 

4 [ 2 




o 3abc = a 3 + b 3 + c 3 
Áp dyng bát dángthúc Có-si, ta có : 

a 3 + b 3 + c 3 > 3Va 3 b 3 c 3 = 3abc 
Dáu báng chi xáy Ta khi a - b = c. 

Váy :(l)oa = b = c. oTam giác ABC látam giácdeu. 


( 1 ) 

( 2 ) 
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19.18 b + c = - + h 73 
2 s 


( 1 ) 


(1) <=> b + c - — + b\¡3 sin C 
2 

<=> 2Rsin B + 2RsinC = R sin A + 2R73sin BsinC 

o sinB + sinC = - sin A + 73 sinBsinC 
2 

o sin B + sinC = -sin (B + C) + 73sin BsinC 
2 


<=> sin B + sinC = — (sin BcosC + sinCcosB) + 73 sin BsinC 
2 


<=> sin B 

es sinB 


1 73 

1 —cosC-sinC 

k 2 2 


+ sinC 


1 


73 




„ 1 —cosB-sin B 

K 2 2 y 


= 0 


1 - eos 


C-* 


Ta có : 


v 3 

sin B > 0 
sinC >0 


+ sinC 1 - eos B- 


= 0 


l-cos| C 
1 - eos 




Do dó . (2) 


B-", 

3j 

n 


SO 


1 — eos C-=0 

3. 


l-cos|^B-^ 


-0 



r 7t^i 

eos 

C — 


l 3 J 


f n \ 

eos 



t 3 J 


( 2 ) 


C - — = 0 

3 o B = C = - 

B-—-0 3 

3 


<=> Tam giác ABC !á tam giác déu. 


19 19 acos A + bcosB + ceosC _ 2p 
asinB + bsinC + csin A 9R 


O) 
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(D« 


2R(sin AcosA + sin BcosB + sinCcosC) a + b + c 


a sin B + bsinC + csin A 

R (sin 2A +sin2B + sin 2C) _ a + b + c 
asin B + bsinC + csin A 9R 

4R(sin A + sinB + sinC) a + b + c 


9R 


asin B + bsinC + csin A 
abe 


4R 


o — 


8R 3 


a + b + c 
9R 


<=> 


9R 

abe 


a + b + c 


ab + be + ca 


ab + be + ca 
2R 

o (a + b + c)(ab + be + ca) = 9abc 
Áp dyng bát dáng thúc Có-si, ta có : 

a + b + c>3\/abc > O 

ab + be + ca ^ 3^(abe) 2 > O 

Suy ra : (a + b + c)(ab + be+ ca) > 9abc 

Dáu báng chi xáy ra khi a = b = c. 

Váy (2) o a = b = c <=> Tam giác ABC la tam giác deu. 

ABC 
19.20 cot A + cot B + cot C - tan — + tan — + tan — 

2 2 2 


Ta có : cot A + cot B = 


sin(A + B) 
sin AsinB 


2sinC 2sinC _ 2 C ° S 2 _ 


cos(A - B)-cos(A + B) 1 + cosC 2cos 2 ^ 


2 tan 


( 2 ) 


( 1 ) 


V§y : col A + cot B > 2 tan — 

2 

A B 

Ttrong tu, ta có : cot B + cot C > 2 tan —, cot C + cot A > 2 tan — 

ABC 

Suy ra : cot A + cot B + cot C > tan —i- tan — + tan — 

2 2 2 

Dáu báng chi xáy ra khi A = B = C. 

V£y :(l)'OA = B = Co Tam giác ABC lá tam giác déu. 
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CÁU HÓI TRÁC nghiém ón tAp 


A. CÁU HÓI 


Trong các hám so sau dáy, hám so nao lá hám só tuán hoán ? 


a) y = sinx 


b) y = x + I 


c) y = x 2 


Trong các hám so sau dáy, hám só nao lá hám só tuán hoán ? 


a) y - sin x - x 


b) y = eos x 


c) y = xsinx 


d) y = ■ 


Trong các hám só sau dáy, hám só nao lá hám só tuán hoán ? 


a) y = xcosx 


b) y = x tan x 


c) y = tan x 


d) y = ■ 


e) Khóng có. 

Trong các hám só sau dáy, hám só náo lá hám só tuán hoán ? 


a) y = ■ 


b) y = x + tan x 


c) y = x" + 3 


d) y = cot x 


Trong các hám só sau dáy, hám só náo lá hám só tuán hoán ? 


a) y = ^— 

sin x 

c) y = x + sin x 


b) y = xsin x 


d) y = sin2x 


Trong các hám só sau dáy, hám só náo lá hám só tuán hoán ? 


a) y = xcos2x 


b) y = x + 2cos2x 


c) y = x 2 +3 


d) y = cos2x 
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7. Trong các hám só sau dáy, hám so nao la hám só tuán hoán ? 

a) y = 2x + 3sinx b) y - sin x + cosx + x 

c)y = sin 2 x d)y = xsin 2 x 

8. Trong các hám só sau dáy, hám só náo lá hám só tuán hoán ? 

a) y - x eos" x b) y = eos 2 x 

c)y = x 2 -cos 2 x d) y = x 2 

9. Tim chu ki cüa hám só y - sin x. 


a) T = k27t, k e Z 


->T-f 


c) T = 7t d) T = 2n 

16. Tim chu ki cüa hám só y = cosx. 


v T 27t 

a t = T 


b) T = k27t, keZ 
d) T = 2 ji 


c) T = 7t 

11. Tim chu ki cúa hám só y = tanx. 

a) T = 2n b) T = kn, k e Z 


b) T = - 
2 

12. Tim chu ki cúa hám só y - cot x. 


a)T^ 


d) T = ti 

b) T = k;i, k e Z 
d) T = n 


c) T = 2 ti 

13. Tim chu ki cúa hám só y = sin 2x. 

a) T = ti b) T - k27t, k e Z 


N T 71 
C)T = 2 


d) T = — 
4 


14. Tim chu ki cúa hám só y = sin(ax + b). 


a ) T - — 
2n 


b) T = — 
a 
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c) T = 2n 

15. Tim chu ki cüa hám só y = cos3x. 

a) T = 2 ti 

T 2 n 
c)T = t 


r \ 

16. Tim chu ki cúa hám só y - sin —. 

2 


a) T = n 


T= 2 


d)T = 7i 


b)T = 7i 


d) T = - 
3 


b)T = 2n 
d) T = 4 ji 


17. Tim chu ki cúa hám só y - cos(ax + b) 


a ) T- — 

2n 

c) T = a.27i 

18. Tim chu ki cúa hám só y = 

a) T = 6 ti 
c) T = 2 ti 

19. Tim chu ki cüa hám só y = 
a) T = k2ri, k e Z 

c) T = 71 

20. Tim chu ki cúa hám só y = 

a) T = 6 ti 
c)T = 4n 

21. Tim chu ki cúa hám só y 
a) T = Jt 


c)T = - 


b) T - — 
a 


d) Mpt dáp só khác. 


x 

■eos—. 

3 


b) T = 3 ti 
d) T - k27t, k e Z 
sin x + eos x 

b) T = 2n 

d) Mgt dáp só khác 

. x 

: sin —(- eos x 

2 

b) T = 27t 

d) Các dáp só tren déu sai. 
-sin2x + cos3x 

b) T = 3 ti 

d) T = 2n 
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22. Tim chu ki cúa hám so y = sin 2 x 

a) T = 2 ji 

c) T = 4ir 

23. Tim chu ki cúa hám só y = eos 2 x 


b) T = n 3 
d) T = n 


b) T = n 2 


c) T = 0 

24. Tim chu ki cúa hám só y - tan 2x. 
a) T = k 


d) T = rt 


b) T = — 
3 


\ -r n 
C)T - 


d)T = 2n 


25. Tim mién xác dinh cúa hám só y - vi 


a) D = R 
c)D = [-l ; I] 


b) D = 0 

d) Mpt dáp só khác 


26. Tim mién xác d¡nh cúa hám só y = Vl + sin x 


a) D = R 

c)D = [-l ; 1] 


b) D = 0 

d) Các dáp só tren déu sai 


27. Tim mién xác dinh cúa hám só y = vi - eos x 


a) D = [-1 ; 1] 
c)D = (-l ; 1) 


b) D = R 
d) D = 0 


28. Tim mién xác dinh cúa hám só y = vi + eos x 


a) D = 0 
c)D = [-l ; 1] 

29. Tim mién xác dinh cúa hám só y ■ 

\ 

a) x * k2n ; k e Z 


b) D = R 

d) D = R \ (-1 ; I) 


b) x*(2/ + l)-;/eZ 
4 
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b) x * — + krr, k e Z 
2 


d) x * ±— +1(271, k e Z 
2 


30, Tim mién xác djnh cüa hám só y = tan 2x. 


a) x * — + kir, keZ 
2 


b) x * — + kn, k e Z 
4 


c) X € R 


d) x * — + k.-, keZ 
4 2 


31. Tim míen xác djnh cúa hám só y - cot x 


a) x/- + ktt, ke Z 
2 

c) x e R 

32. Tim mién xác djnh cúa hám só y 


b) x * ±— + k27t, k e Z 
2 

d) x * krt, k e Z 
- tan x + cot x. 


a) x * k.—, keZ 
2 

c) x * ktt, k e Z 

33. Tim mién giá trj cúa hám só sau 
a)T=[-l ; 11 
c) T = R 


b) x * — + ktt, k e Z 
2 

d) Các dáp só tren déu sai. 
y = sinx + cosx 

b) T = [-2 ; 2] 
d) T = [-V2 ; y¡2~\ 


34. Tim mién giá tri cúa hám só sau : y - tan x + cot x 


a) T = R 

c) T = k2n, k e Z 

35. Tim mién giá trj cúa hám só sau 


b) T = [-2 ; 2] 

d) T = (- 00 ; -2)kj\2 ; +«) 


a)T= 2 


c)T = [0 ; 1] 


36. Tim mién giá trj cúa hám só sau 


a)T = [0; 1] 


y = sin 4 x +cos 4 x. 


b) T = [0 ; 2] 


d) T = (0;V2] 


y - sin 6 x +cos 6 x. 


b) T = [0 ; 2] 


b)T= - ;1 

L4 
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37. Cho sinx-- vái 0<x<—. Tính cosx. 
3 2 


a) eos x = 


2s¡2 


b) eos x - - 


2V2 


c) cosx = I 


, 72 

d) cosx = — 
3 


\¡3 n 

38. Cho sinx-— vái — <x<7t. Tính cosx. 
2 2 


, 1 

a) cosx = — 

2 

, Tí 

c) eos X =- 

2 


b) cosx = — 
2 


d) Các dáp so tren déu 


39. Cho sinx = — vái 0<x<—. Tính tanx. 
3 2 


a) tan x = — 
2 


c) tan x = 2 


b) tan x = — 
5 


d) tan x = 


2V5 


40. Cho sin x = — vái — < x < n. Tính tan x. 
2 2 


a) tan x = 73 
c>,a„x=^ 


b) tan x '= -73 
d) Mót dáp so khác. 


41. Cho tanx = 73 vái 0<x< —. Tính sinx. 

2 


a) sin x - 


Tí 


c) sinx = — 
2 


b) sinx - — 

2 

.. • 73 

d) sin x =- 

2 


371 


42. Cho tan X = ,ói ir < X < —. Tính sin x. 
2 2 


sai. 
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a) sin x = —- 
2 

, . 73 

c) smx = — 
2 


b) sin x = — 
2 


d) sin x = — 
2 


43. Cho tan x = I vái 0 < x < —. Tính cosx. 

2 


a) eos x = — 
2 


c) eos x = 0 


72 

b) eos x =- 

2 

^ 72 

d) cosx - — 

2 


44. Cho tan x = 1 vái ir < x < —. Tính cosx. 


a) cosx = 


b) cosx = 


c) cosx = I 


d) eos x =- 

2 


45. Cho cot x = 3 vái 0 < x < —. Tính sin x. 

2 


a) sin x = - 


b) sin x 


c) sin x = — 
2 


d) Mpt dáp so khác. 


46. Cho cot x = -2 vái — < x < 2it. Tính sin x. 

2 


x ■ ^ 

a) sinx - — 

5 

x • 

c) s»nx -- 

3 


kx ■ Vs 

b) sin x =- 

5 


d) Mgt dáp so khác. 


47. Cho eos x = — vói ti < x < —. Tính sin x. 
2 2 


x • V3 
a) sin x -- — 
2 


b) sinx = — 


c) sin x = 73 


d) sinx = 
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48. Cho tan x - 73 veri 0 < x < ^. Tính tri só cúa biéu thúrc y = sin x + cosx. 


a) y = — 


c) y = 


V2 + 1 


b) y = \¡2 

73 + 1 

<0 y = ——- 


49. Cho tan x = — veri n < x < —. Tính trj só cúa biéu thúc y = sin x + cosx. 
3 2 


a) y- 


Jí +1 


b) y = • 


73 + 1 


c) y = 72 


d) M<?t dáp so khác. 


50. Cho cot x - -3 vói ^ < x < ti. Tính trj só cúa biéu thúc y = sin x + cosx. 


a) y = 72 

. TÍO 

c) y = —— 


b) y = -72 

d) Các dáp só trén déu sai. 


51. Giái phuomg trinh : sin x = 0 
a) x = krc, keZ 


b) x = — + kn, k e Z 
2 


c) x = — + k2n, k e Z 
2 

52. Giái phuromg trinh : sin x = 1 


d) Cá a), b), c) déu dúng. 


a) x = — + k27t 
2 


b) x = — + kn 
2 . 


c) x - kn 


53. Giái phucmg trinh : sin x = -l 

a) x = + krc 

2 


d) x = —t k2n, k e Z 
2 


b) x = — + k?r 
2 


c) x = — + k2rc 
2 


d) x = — + k2x, k € Z. 
2 
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54. Giái phucmg trinh : sinx = — 


a) x = — + krc 
2 


c) x = — + k .71 
2 


55. Giái phirong trinh : sin x = 




a) x = (-0"+ nre, n g Z 
3 


c) x = + n2 n 

3 

56. Giái phucmg trinh : cosx = 0 


a) x — — 4 kít, k £ Z 
2 


b) x = (-l) k 4 krt 
6 

d) x = — 4 k2n, keZ 
3 


b) x = — 4 n2rc 
6 


d) x = — 4 n2ic, n g Z 
6 


b) x = ± — 4 k2rt, k g Z 
2 


c) x = (2k 40—, keZ 

2 

57. Giái phucmg trinh : cosx = 
a) x = kn 

c) mx = — 4 kre 
2 

58. Giái phucmg trinh : cosx = 
a) x = kn 


-1 


c) x = (2k 4 l)rc 


59. Giái phuong trinh : cosx = 


1 


jr 


a) x = ±—4 k2jc 
6 


c) x = ±— 4 k2ir 
4 


d) Cá a), b), c) déu dúng. 

b) x = k2n 

d) x = — 4 k2ir, k g Z 
2 

b) x = k2n 

d) x = -—4 kre, k e Z 

.2 

b) x = ±— 4 k2ít 
3 

d) x = ±— 4 k2 it, k g Z 
• 2 
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n/3 

60. Gíái phurong trinh : cosx = —. 


a) x = ±—(- k2n 
3 

c) x = — + k2n 

2 


b) x = — + kn 
2 


d) x = ±— +■ k2n, keZ. 
6 


61. Giái phirong trinh sau : sinx =- 


a) x = (-!)'’ +l ■ — +iiti, n e Z b)x- — + nn 
6 3 


c) x = (-!)" — + nn 
6 


d) x = - 

2 


62. Giái phurong trinh sau : sin x = 


a) x = — + nn 
6 


b) x = (-l) n+ '+ nn 
3 


c) x = (-0" • — + nn 
6 


d) x = (-!)"■ — + nn, n e Z. 
3 


63. Giái phucmg trinh sau : sin x = 


, ( ,\n+l 71 

a) x = 1-1) — + nn 

4 


c) x = (-l)" • —+ nn, n e Z 
4 


b) x = — + kn 
8 

V2 

d) x — — 

2 


n/2 

64. Giái phuong trinh sau : sin x = -—— 


a) x = (-1)" • — + nn 
4 


b) x = n — 
4 


c) x = — + nn 
2 


d) x =(-l)" +l ■ —+ nn, n e Z 
4 


65. Giái phuong trinh sau : cosx = —^ 
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a) x = ±— + kx 

6 


c) x = i— + k:t 
■ 3 


66. Giái phiromg trinh sau : cosx = - 


b) x = 

d) x 
£ 


±— + k2x 
6 

: ±— + k2jt, k e Z. 
3 


a) x = — + kx 
6 

c) x = ±— + kx 
6 


b) x 
d) x 


: + k2x 

6 

: ±— + k2x, k e Z 
6 


67. Giái phircmg trinh sau : eosx = 


a) x = ± — + kn 
4 


b) x = 


x . 

±— + kx 
2 


x 


c) x -± — + k2x, keZ 
4 


d) x =- 


V2 

2 


s¡2 

68. Giái phircmg trinh sau : cosx - —— 


a) x = ± — + kn 
4 


c) x = ±— + k2x 
4 


b) \ = ± —+ k2x 

4 

d) x = ± — + kx, k e Z 
4 


69. Giái phuomg trinh sau : cosx = 


£ 


x 


a) x = ±— + kx 
6 


b) x = ± árceos “ + k2x 
3 


c) x = ±—+ kx 

3 

70. Giái phucmg trinh : sin3x = sin x 

a) x = knvx= — + k' — 

4 2 

x n I 

c) mx - — + kx 

4 


d) x = ±— + k2x, k g Z 
6 


b) x = k2x 

d) x = — + k2x, k € Z 
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71. Giái phirang trinh : sin3x = cosx 

a) x - — + k--£■ v x = — + k7t b)x = —+krr 
8 2 4 8 


c)x = —+ k2x 
4 

72. Giái phuromg trinh : cos3x - cosx 
a) x = k2n 


d) x = — + k2n v x = — + kx 
4 8 


b) X=- + k7l 
2 


c) x-krrvx = k — 
2 


d) x = — + k2jr, k g Z 
2 


73. Tim nghiém cúa phircmg trinh : sin 2 x - sin x = 0 thoá diéu kién 0 < x < n. 

b) x = 0 


. n 
a) x — — 
2 


, Jt 
c) x = — 
2 


d) MQt dáp so khác. 


74. Tim nghiém cúa phircmg trinh sin 2 x + sinx = 0 thoá diéu kién 


rt 71 

-< X <—. 

2 2 


a) X = —; 


b) x = 0 


v 71 
c) X — — 

2 


d) x = — 
3 


75. Tim nghiém cúa phirong trinh : eos" x - eos x = 0 thoá diéu kién 0 < x < ti 
a) x = 0 b) x = it 

7t 


C) X = 


d) MOt dáp só khác. 


76. Tim nghiém cúa phirong trinh eos 2 x + cosx = 0 thoá diéu kién ^<x<^. 


a) x = — 
2 


b) x = 


3n 


c) x = 0 


d) x = n 


IÜ0NG GIÁC - 12 
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77. Tim nghifm cüa phixcmg trinh : 2sin : x - 3sin x + 1 = O thoá diéu kién 
0< x <—. 


a) x = — 
4 


b) x = 0. 


c) x = 


Jt 


K 

d) x — —. 
6 


78. Tim nghiém cúa phircmg trinh : 

eos" x-{\[3 + l)cosx + = 0 


thoá diéu ki£n < x < 2/t. 


a) x = — 
2 


b) x = n 


3tc 

<0 x = — 


d) Mót dáp só khác. 


79. Giái phiromg trinh : sin x + cosx = 0 


a) x - — + k7t 

4 


b) x = —v k2n 
4 


c) x — —h k2x 
6 

80. Giái plurcmg trinh : sin x + cosx = 1 


d) x - — + k7i, k e Z. 
4 


a) x = — + k2;i 
4 


Tt 


b) x = — + k27t 
4 


c) x = — + ktt v x = - — + k2u d) x - k2n v x - — + k2?c 
4 2 -2 

81. G iái plurcmg trinh : sinx + cosx--l 


a) x = krt 


b) x - •— + krt 
2 


c) x — (2k + 1)7t v x = — + k2jr d) x = k2n, k e Z 

2 


82. Giái plurcmg trinh : sin x + eosx = Jl 


a) x = — + k n 
4 


b) x = — +'k2n 
4 
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c) x = — + k.2tt 
4 


d) Các dáp só tren déu sai. 

83. Giái phuang trinh ; sin x + eosx = - V2. 


a) x = — 4 - k2n 
4 


c) x = — + k2;t 
4 


b) x - —+ k2tt 
4 

d) x = — + kit, k e Z 
4 


84. G iái phuang trinh sau : eos x - sin x = 0 


a) x = —t- kn 

4 


b) x = -- + kit 
4 


c) x = — + k2ji 
4 


d) x = ±- + k27t, keZ 
2 ' 


85. G iái plurong trinh sau : cosx - sin x = 1 


a) x = ktt 


b) x = k2rr v x =- v k2u 

2 


c) x - — + k27i 
2 


d) Mót dáp so khác. 


86. Giái plurong trinh sau : eos x - sin x = -1 

a) x = ktt b) x = k2 n 

7T 7C 

c) x-(2k + l)n v x = — + k2rt d) x =- hk2vt 

2 2 

87. Giái phuang trinh sau : cosx-sinx = V2 


a) x = - + ku 
4 


b) x = — + k2ít 
4 


c) x =-+ kre 

4 


d) x = — + k2tt (k e Z) 
4 


88. Giái phuang trinh sau : eos x - sin x - - V?. 


a) x = — + ktt 
4 


c) x = — + k2n 
4 


b) x = - + k2n 
4 

d) x = — + k27t (k e Z). 
4 
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89. Giái phircmg trinh : tan x 4- cot x = 2 


a) x = — + krc 
4 


b) x = -- + k7t 
4 


c) x = — + k2tt 
4 


d) Các dáp só tren déu sai. 
90. Giái phucmg trinh : tan x + cot x = -2 


a) x = - —+ kít (k e Z) 

4 


n 


c) x = —+ k2rc 
4 


b) x = — + k7i 
4 

d) x = — + k2n 5 k e Z 
4 


9t. Giái phucmg trinh : 

\Í2(2s¡n x -1) = 4(sinx -1)- eos 


4 


sin 


- ?t 

2x4- — 
4 


a) x = —4-k2it 

2 


b) x — — + ktt 
2 


c) x - — + kn 
2 

92. Giái phucmg trinh : 


sin I 


sin 2x4- 


5ji 


■3 eos 


' In 

X- 

V 2 


a) x = — 
3 

c) x = — 
2 


d) x = — + k2x (k e Z) 
2 


= l + 2sinx vói x e (0 ; 2ir). 


.v U 57C 

b)x = U ; T : " 


d) x = 


tt 3n 57t ] 

4’T’TJ 


93. Giái phucmg trinh : (2sinx-l)(2sin 2x4-0 = 3-4cos‘x 


a) x = - — + k2n 
6 

4x 

c) x = —■ + k2n: 
3 


n 


b) x = — 4- kit 
6 


d) x = (-l) k — 4- kn ; x = — 4- k ■ — vx = k27i(keZ) 
6 3 3 

94. Giái phucmg trinh : 4cosx - 2cos2x - cos4x = 1 


a) x = — + kxv x = k2n 
2 


b) x - —4- kti 
2 
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c) x = — + k2re 
2 


d) x = kx, k e Z 


95, Giái phucmg trinh : 3sinx + 2cosx = 2 + 3tanx 


a) x = k:i 


b) x = — + kit 
2 


c) x - k.2it v x - -a + kit, tana = : 


d) x = — + kji, k g Z 
4 


96. Giái phuang trinh : eos 3 x.cos3x + sin 3 x.sin3x = 


a) x = ±— + kíc 
4 


b) x = — + kit 
4 


c) x = k2;r 


d) x = ± — + kic, k e Z 

8 


97. Giái phucmg trinh : eos 3 4x = cos3x.cos 3 x + sin3x.sin 3 x. 


a) x = k • — 
4 


b) x = ±— + kit 
4 


c) x = —y kln 
2 


d) x = k - (k e Z). 
3 


98, Giái phucmg trinh : eos 2x - 4 eos x + — = 0 


a) x = — + kit 
3 


b) x = — + kit 
3 


c) x — — + k7t 
6 


d) x = ±— + k2n, k e Z. 
3 


99. Cho phucmg trinh : cos2x-(2m + Ocosx + m +1 = 0.Tim mpi giá tri thtrc 


cüa m dé phucmg trinh có nghipm 


a) -1 < m < 0 


T re 3it 
ípm x e - ; — 
.2 2 . 


c) -2 < m < -1 


b) m > 0 

d) 1 < m < 2 
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100. Giái phucmg trinh : sin 2 2x-eos'8x = sin 10x + 


1771 


a) x-(2k + l)—vx = (2k + l) — 

20 6 

b) x = kn 

c) x = (2k + ])— 

2 


d) x = —i- k7i 

4 


101. Giái phuomg trinh : sin 3 x+ cos 3 x =sin x-cosx 


a) x = — + k2 ti 
4 


b) x = — + k27c 
4 


c) X — —(■ k7t 
4 


d) x -(2k + l)7i, keZ 


2 3x . , 4x 


102. Giái phuomg trinh : 2eos — +1 = 3 eos — 


a) x = — + kit 
3 


b) x = — + krr 
2 


c) x = — + k27t 

4 

d) x-5k7tv x =± — a + 5kn, k e Z, cosa = -— 

2 4 

103. Giái phircmg trinh : 2eos 3 x + cos2x +sin x - 0 

a) x = — + k2it v x = — + kit b)x = - — +k27t 
2 4 2 


7t 


c) x = — + k2n 
4 


n 


d) x = — + kTt, k e Z 
3 


104. Giái phuomg trinh : eos 4 x-cos2x + 2sin 6 x = 0 


a) x = — + krc 

2 


b) x = kx 


c) x = — + k2rc 
2 


d) x =(2k + l)— 
3 


17 

105. Giái phuomg trinh : sin*x + cos g x= — cos 2 2x. 

16 


Tt 


a) x - — + k-Tt 
4 


i 82 


b) x = k27t 
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n n 

c) \ = — 4 k — 
8 4 


d) x = k —, k e Z 
4 


106. Giai plurcnig trinh : eos 1 x -cos2\ + 2sin 6 x = 0. 


a) x = —h kn 
4 


b) x = — 4- kit 
7 o 


c) x=(2k + l)— 
3 


d) x = kn, k g Z 


107. Giai phimng trinh : cos 1 ^ x + sin* 01 " 1 x = 1 


’uoo 


a) x = — 4- k2n 
4 


b) x = — + \t2n 
4 


c) x =(2k 4 ])- 
3 


d) Mpt dáp só khác. 


\ J 

108. G iái plnromg trinh : sin 4 x + eos 4 x + — = —. 


a) x = — 4 k7t v x - kn 
4 


b) x = —h k27t 
3 


c) X = — 4 krt 

6 


d) x = — 4 kn, k e Z 
2 


109. Giai phircmgtrinh : 

tan(l 20° 4 3x)~ tan(l40° -x) = 2sin(80 u + 2x). 
a) x = 20° + k. 180 ü b) x = -40° 4 k.60°, k e Z 


c) x = k.60 ü 


d) Mpt dáp só khác. 


110. G iái phuonig trinh : cosx4 x/3 sin x = -1 


a) x = k.27t 


b) x - — 4 krr 
2 


c) x = (2k 4 1)k v x =- K 4 k27t d) x = (2k4l) — 

3 4 

111. Giái phurong trinh : cos3x-\/3 sin3x = l 


a) x = krc 


c) x - — 4 kn 
•> 


b) x - (2k 4 l)— 

2 

2 ti —4tt 2h 

d) x = k-vx = -- 4 k — 

3 18 3 


(keZ) 
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112. Giái phuang trinh : 3sin3x - 73cos9x = I + 4sin 3 3x. 


a) x = — + kii b) x = — + krc 

3 6 

c) x- — + kjivx- — + kn 

4 3 

.. TC 2tc In ln 

d) x = — + k-v x = — + k-, k e Z. 

18 9 54 9 

113. Giái phuang trinh : sin x - 73eos x = 1. 

a) x- — + k27t v x = — + k2n b)x = - — + k2rc 
2 6 2 


c) x = — + k2a: 
4 


d) x = (2k + l)it 


114. Cho phucmg trinh : sin x + m eos x = 1. Djnh m dé phuang trinh vó nghiém. 

a)0<m<l b)m>0 

c) m < 3 d) m e 0. 

115. Cho phuang trinh : sinx + mcosx = l (1). Djnh m dé m<?i nghiém cüa (1) 
cüng la nghiém cua phuang trinh msin x + cosx = m 2 (2) 

a)m=lvm = 0 b)m = -l 

c) m = 2 d) m = -2. 

116. Giái phuang trinh : sin x + cosx = 72. 


a) x = — + k2jr 
4 


b) x = — + k2rt 
4 


c) x = — + kir 
t 2 


d) x = k2jt, k e Z 


117. Cho phuang trinh : sin x + eos x = m. Djnh m dé phuang trinh có nghiém. 

a) -72 < m < 72 b) -2 < m - 72 

c) 72 <m<2 d) m e 0 

118. Cho phuang trinh : (m + 2)sinx - 2mcosx = 2(m +1). Djnh m dé phuang 
trinh có nghifm. 

a)0<m<2 b) 2 < m < 4 

c) m e 0 d) m < 0 v m > 4 
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119. G iái phircmg trinh : 5s¡n x-6cosx - 8. 


a) x = — + krc 
2 

c) x = (2k + l)—, keZ 
2 


b) x -± — + k2rc 
2 


d) Phirorng trinh vó nghiém, 


120. Giái phircmg trinh ; ósinx-8cosx -10. 

4 Jt 

a) x = a + k2:rc (k e Z). tana = — b)x = —+ krc 

3 2 


c) x - — + k27T 
3 


4 

d) x =- 
3 


121. G iái phuromg trinh : eos’2x + 2(sin x + cosx) 3 - 3sin2x - 3 = 0 vói 0 < x < n 


. 3rr n 
a) x = —, x - — 
4 2 


b) x = - 
4 


d) x = n 


122. Cho biéu thúc : 

f (x) = eos 2 2x + 2(sin x + cosx) 3 -3sin2x + m, 0 < x < n. 

Djnh m dé [f (x)]~ < 36, Vx e R. 
a)3<m<7 b) 0 < m < 1 

c)-4 ^ m <-3 d)4>/2-3<m^3 

123. Cho phirang trinh : 

sin 2 x + (2m - 2)sin xcosx -(m + l)cos 2 x = m 
Tim tát cá các giá tr¡ cúa m dé (1) có nghiém. 
a) -3 < m < -2 b) m > 1 

c) m 6 0 d) -2 < m < I 

124. Giái phuang trinh : sin 2 x -ósin xcosx + eos 2 x = -2 


a) x = —+ k2rt 
2 


c) x = — + krt, k e Z 
4 


b) x = — + krc 
3 

d) Cá a), b), c) déu dúng. 


( 1 ) 


125. Cho phucmg trinh : 

(4-6m)sin 3 x +• 3(2m - Osin x + 2(m - 2)sin 2 xcosx -(4m -3)cosx = O 
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Tim tát cá các giá tri cúa m de plurong trinh có dúng inpt nghiém thuóc doan 


a) m < — v ni > 1 
4 


b) 0 < m < — 


c) m = — 
4 


d) m e 0. 


126. G iái phircmg trinh : -8sin 3 x + 9sin x - 5cos x = 0 


a) x = — + kir 
3 


b) x = — + krc 
4 


c) x = k ■ — 
2 


d) x - — + k27t > k e Z 
4 


127. Giái phirang trinh : 2cosx.cos2x.cos3x - 7 = 7cos2x. 


a) x = — + kír 
2 


b) x - (-l) k — + kjr 
6 


k n 

c) X — - r k • 

4 2 


d) x = krc (k e Z) 


128. Cho phircmg trinh : 2cosx.cos2x.cos3x + m = 7cos2x. Xác d¡nh các giá tri 
cúa m dé phLrcmg trinh có nhiéu jiorn mQt nghiém xeí- —. 


8 8 


a) m = 0 
c) 0 < m < 1 


b) m = 1 


c) 0 < m < 1 d) Khóng ton tai m. 

129. Xác djnh tham sé m dé phircmg trinh : 

cos3x - cos2x + meosx -1 = 0 


có dúng 7 nghiém khác nhau thuóc khoáng — ; 2n 

\ 2 


a) 1 < m < 3 
c) m < -1 


b)m = 0vm = 3 

d) m > 4. 


130. Giái phucmg trinh : 

(2sin x - l)(2cos2x + 2sin x + ]) = 3- 4eos' x 
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a) x - — + k 2 n 
3 


b) x —(—l)^~ + k 7 iv\ — — + k' — 
6 4 2 


c) x =- v k 2 n 

3 


d) x = — + kit, k e Z 
2 


131. Cho phurcmg trinh : 

(2sin x - l)(2cos2x + 2s¡n x + m) = 3 - 4cos 3 x 
Tim m dé phuang trinh có dúng 2 nghigm llioa diéu kién 0 < x < n. 


a) m = 0 v m < -1 m > 3 


c) - i < m < 0 


b) m = 1 v m = — 
2 

d) 2 < m < 3. 


132, Tim m dé phuang trinh sin 4x - m tan x có nghicm x * kn, k e Z. 


a) m = 4 


b) m = -1 


c) — < m < 4 
2 


d) Mót dáp só khác. 


133. Giái phuang trinh : sin 3 x + eos 3 x = 2 - sin 4 x. 


a) x = — + k 2 n 
2 


b) x = — + k 2 n 
4 


c) x = k 2 n 


d) x = - + k2ji, k e Z 

O 


134. Giái phuang trinh : 6 sin x - 2cos 3 x = 5s¡n2x.cosx 


a) x - — + kn 
4 


b) x = — + krt 
4 


c) x = — + kn 
2 


d) x = kn. 


„ 3 5sin4x.cosx 

135. Giai phuang trinh : 6sinx-2cos x=--. 

2 cos 2 x 


a) x = — + kn 
2 


b) x = — + k 2 n 
4 


c) x = k2n d) Phuang trinh vó nghicm. 

136. G iái phuang trinh : sin2(x -- n) - sin(3x - 7 r) = sin x. 
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a) x = (2m + O — 

' 2 


b) x = (— l) m — i- mft 
6 


x ti 2 n 7t 

c) x = mTi v x — —(- m- d) x - — + m2n 

3 3 4 

137. Tim tát cá các giá Irj cúa a dé phuong trinh : 

sin 2(x - x) - sin(3x - n) = asin x 


có ít nhát mQt nghi?m x * kn, k e Z. 


a)6<a$9 
c) a “ 5 


b) —<a<5 
4 

d) a < -2 


138. Giái phuong trinh : sin x + 3cos x = 


a) x = — + ititi 
4 


b) x- — + m7t;x = a + rrm, J^tan 


n 

a = — 

2 ) 


c) x = — + m2n 

2 

d) x = mn, m e Z 

139. Cho phuong trinh : msinx+ (m + l)cosx =-. Tim tát cá các giá tri cúa 

eos x 

k dé phucmg trinh có nghi^m. 
a) k - 0 b) -I < k < 0 

c) k < -4 v k > 0 d) -4 < k < -2 

, . ... l-cos4x sin4x 


140. Giái phuong trinh : 


a) x = —+ k2n 
. 2 


2^in2x l + cos4x 


b) x = (2k + 1)71 


c) x — (—l)^+ kTl 
3 


d) Phuong trinh vó nghi^m. 


141. Giái phuong trinh : 


sin l0 + cos' u x __ s¡n 6 x + cos 6 x 
4 4cos 2 x+sin 2 x 


a) x = — + m7t 
4 


b) x = (-!)"* —+ m7t 
6 
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c) x = m • — 
2 


d) x = mu, m e Z 


97 

142. Giái phuomgt'rinh : sin 8 x + eos 8 x vói xe 


0; 


. 7t 5n 

a) x = — v x = — 

12 12 


c) x = — 
3 


.. n 
b) x = — 

6 


d) x = 0 v x - 


143. Giái phucmgtrinh : eosx + —-— + sinx+ * 


2 

10 


cosx 


sin x 3 


a) x = — + k.7i 

4 

c) x = V2n 

d) x = + (-l) k+l a + kjr, k e Z, 

4 


b) x = — + kx 
4 


sin a = 


3V2 


144. Giái phirong trinh : cot x - tan x = sin x + cosx. 


a) x - — + kn 
4 

\ ■ fe + ' » n 

c) x = arcsin—+ k2x 

y¡2 


d) x = kit v x = ± a + k2rt, k e Z, 

4 4 


145. Djnh a dé phuomg trinh có nghi?m 


b) x - — + k2jt 


cosa = ■ 




V2-1 

\Í2 


1 


cos3x sin3x 
a) a > 0 b) a < 1 

c) 0 < a < I d) a tuy y, a e R 

146. Tim tát cá các giá trj cúa a dé phuomg trinh : 

I 


=2001a 


(a-l) 


có nghiém. 
a) a = 2 


1 1 

— +-+- 

\.sinx cosx sin x cosx 


b) a = 3 


= 2 
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c) -2 < a < 2 


d) ~y¡2 <a < 'J2 ; a =* ±1. 


147. Giái phirong trinh : 8sinx - — vóiO<x<— , 

cosx sinx 3 


a) x = — 
4 


b) x = - 
3 


c) x = 


d) x = -. 
6 


. , , , cosx(2sin x + 3 V 2 )-2cos : x -1 , 

14a. Giai phuong trinh :--1. 

l + sin2x 


a) x = — + k 27c 
4 


b) x = —h k2 tt 
2 


c) x = k ■ — 
3 


d) x - krc, k e Z 


. ... «... . , . 1 + 2sin 2 x- 3 V 2 sinx +s¡n2x , 

149. Giai phircmg trinh : - --= 1. 

2sinxcosx-l 


a) x = — + k2w 
4 


b) x — — + k27ü(keZ) 
4 


c) x = — + krc 
3 


d) x - k7t. k e Z 


1 I 2 

150. Giái phuomg trinh : -+---. 

cosx sin2x s¡n4x 


a) x = — + njt 
3 

c) x =(—!)" — + n?i 
6 


b) x - — + nn 

2 


d) x = nn, n e Z 


151. Giái phucmgtrinh : tan2x-tan3x-tan5x = tan2x.tan3x.tan5x. 


a) x = k • 


b) x = k • — 
6 


c) x = — + k2rc 
6 


d) x = — + kn, k e Z. 
2 


«... , ... 3(cos2x + cot2x) ... . . v 

152. Giai phucmg trinh ; -- = 2(1+sin 2x) 

cot2x-cos2x 


a) x = nn 


( 1 \ n+ 1 71 71 

b) x = (-]) — + n- — 

12 2 
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c) x = n ■ — 
3 


d) X = — + UTt 
O 


153. Giái phirong trinh : cot 2x + cot3x+- 


] 


sinxsin2xsin3x 


= 0 


a) x = k7T 


c) x = (-l) k — + krr 
6 


b) x = — + k7t 
2 


d) Pluramg trinh vó nghiém. 


, 4 X 4 X 

sin - + cos - , 

, . i o •> l + sinx 

154. Giai phirong trinh : ——^ - tan" x sin x =-+ tan“x 

1 - sin x 2 


a) x - — + k • —, k £ Z 
4 2 


c) x = — + kit 
2 


b) x = k7i 


d) x =(-l) k — + kir. 
3 


155. Giái plurcmg trinh : tan’ 2x.tan 3 3x.tan5x = tan 3 2x - tan 3 3x + tan 5x. 


a) x = kn 


b) x = k • — 
3 


c) x — k * — 
5 


d) x = —t- kn. 
2 


156. Giái phiromg trinh : tan x + tan 2 x + tan 2 x + cot x + cot 3 x + cot 3 x - 6 


a) x = krc 


b) x - — + krc 
2 


c) x = k ■ — 
2 


d) x = - + kit, k e Z 
4 


157. Dinh m dé phirong trinh sau có nghicm : 

3 i 

—-— + 3tair x + m(tanx + cot x)-1 = 0 
sin" x 

a) |m| >4 b) 0 < m < 2 

c) 0 < m < -2 d) -4 < m < 4 

158. Tim tát cá các giá tri cüa a dé phirong trinh sau có nghiém 

1 1 

+-= 4a. 


sin 3x cos3x 
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a) O < a < 1 
c) a tuy y e R 
159. Giái phircmg trinh 


b) a > 3 
d) a < O 


cosx + cos2x - 2. 


a) x = —+ kit 
2 


b) x - — + kx 
3 


c) x - k2it 


d) x = (-l) k — + k7t, k e Z 
6 


160. Giái phirang trinh : sinx + V2-sin 2 x = 2. 


a) x = — + kx 
3 


b) x = — + k27t 
2 


c) x = k — 
3 


d) x - — + k 27i, k e Z 
2 


161. Giái phircmg trinh : 7eos 2 x + 37sin 2000 x = 37 


a) x = — + k2x 
3 


b) x = kx 


c) x = k — 
3 


d) x = — + kx, k e Z. 
2 


162. Giái phurcmg trinh : 2000sin 1999 x + !999cos 200U x = 3999 


a) x = kit 


b) x - — + k7c 
2 


c) x = k 


d) Cá a), b), c) déu sai. 


163. Giái phirang trinh : sin x + cósx = ^(2 -sin 2001 2x) 


a) x = — + k2x 
4 


b) x- — + k2ic 
4 


c) x = — + kn 
2 


d) x = kit, k e Z. 


164. Giái phirong trinh : 7sinrtx-x 2 =13,25-5x 


a) x = 1 


. 2 

c) x = — 
5 


b) x = — 
2 


d) x = 0 


192 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 


165. 

Giái phiroiig trinh : 2sin 7tx - 11 - 

- x 2 - 6x 


a) x = 0 

b) x = 1 


c) x - 6 

d) Các dáp só tren déu sai. 

166. 

Giai phucmg trinh : (5 + 2\/ó) 

+ (5-2^6)'“" =10 


n n 

a) x — — + k ■ — 

4 2 

b) x = — + ktt 

2 . 


c) x = kit 

d) x = (— l) k — + k7t. k £ Z 

3 

167. 

Tim các só x, y thuóc khoáng (0 

í cot x - col y = x - 

; ti ) thoá he : 

[5x + 8y = 2rt 


a) x = — , y = — 

3 5 

b) x = y = — 

13 


2 71 

c) x = y = — 

13 

d) x =y. y = 0. 

168. 

1 sin x - 7cosy = 0 

Giái h<; phucmg trinh ; < 

[5 sin y - eos x + 6 = 0 


. 71 

a) x = -. y = 0 

, , n tt 

b) x = 4' y= 2 


c) x = krc, y = + m2rc 

2 

d) x = k27i, y =+ m27t (k. 

169. 

Giai bát phirorng trinh : sinx > 0 

a) k2tt < x < (2k + Ott 

b) k7t < x <(k + 1 ) 7t 


c) — + kjc < x < — + krc, k e Z 

2 2 . 

d) Các dáp só tren déu sai. 

170. 

Giái bát phi/omg trinh : sin x > 0 

a) krc < x < (k + 1 ) 7t 

b) k27t< x <(2k + l);t 


c) — + krt < x < — + k7C, k e Z 

2 2 

d) Cá a), b), c) déu dúng. 

171. 

Giái bát phuong trinh : sin x < 0 



a) k7i < x < (k + 1 )7t 

b) — + ktt < x < — + krt 

2 2 


c) (2k — 1) ít < x < k.27t 

d) k2n < x < (2k + 1 ) 71 , k £ Z 


LlIQNG GIÁC - 13 
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172. Giái bát phuang Irinh : sin x < O 

, 71 , 371 

a) - + krt < x < — + kn 
2 2 


b) k27t < x < (2k + ])tc 


c) (2k - l)n < x < k27i, k e Z d) Cá a), b), c) déu sai. 


173. Giái bát phuang trinh sin x > — vái O < x < 7t. 


. 71 5tt 

a) — < x < — 
6 6 


, . 71 71 

b) — < x < — 
6 4 


C) -< X < K 

6 


d) x = O v x = ti. 
x/3 


174. Tim nghiém cúa bát phuang trinh sin x < — tren khoáng (0 ; 7t). 


271 

a) — < x < 7t 
j 


. ir 7t 

c) — < X < — 

6 3 


. . 71 7t 

b) — < x < — 

6 3 

.... n 2it 

d) 0 < x < — v — <x<7t 

3 3 


1 


175. Tim nghicm cúa bát phuang trinh sin x < - — tren doan [0 ; 2 tt:] 


V tt 71 

a) — < x < — 

6 6 

7tc 1 Irt 

c) — < x <- 

6 6 


, 71 7t 

b) -<x<- 

6 2 


d) x = 


5 71 


\Í2 


176. Tim nghiem cúa bát phuang trinh sinx > -—— tren doan [0 ; 2 tt] 


a) 0 < x < 2 tt 


c) 0 < x < — 

4 


.. 5n r 3 tt 

b) — < x < — 

4 2 

« 5 ti ln 

d) 0 < x < — v — < x < 271. 
4 4 


177. Giái bát phuang trinh tren doan [0 ; ti] : eos x > — 


a) 0 < x < — 


7t 7t 

b) — < x < — 
3 2 
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V 71 

C ) — < X < 71 

2 

d) Cá b) vá c) déu dúng. 

178. 

Giai bát plnrcmg trinb tren doan [0 

1 

; jt : eos x < — 

J 2 


a) 0< x. < — 

6 

b) — < X < K 

6 


c) 0 < x < — 

9 

d) Cá a), b) vá c) déu dúng. 

179. 

Giái bát phirorng trinh tren doan [0 

n 1 

; ti . eos x < — 

J 2 


a) 0 < x < — 

3 

., n 7r 

b) — < x < — 

3 2 


C 71 < < 27C 

C 2 “ X< T 

d) — < X < Tí 

3 

180. 

n/2 

Giái bát phircmg trinh trén doan [0 ; 7t] : cosx > —— 


. 37t 4ti 

a) — < x < 

4 5 

4ti 

b) — < X < 71 

5 


s * 3 tc 

c) 0 < x < — 

A 

d) Cá a), b) vá c) déu sai. 


181. Tính giá trj cüa các biéu thúc sau ; 


A = tan 11 O u + cot 20°. 


a) A = l b)A = -l 

c) A - 0 , d) A - 2 

182. Tính giá trj cüa các biéu thúc sau (khóng dúng báng): 

D =-'—-- 2sin 70° 

2 sin 10° 

a) D = 0 b) D = -1 

c) D = 37 d)D=l 

183. Rút gpn biéu thúc sau : 

O = 2(sin 6 a + cos 6 a) — 3(sin 4 a + eos 1 a) 


195 



Tim tai liéu Toán ? Chuyén nhó - www.toanmath.com 


a)Q= I 
c)Q = i 

184. Rút gQn biéu thírc sau : 


b)Q = 0 

d) Cá a), b), va c) déu sai. 


_ sin3a cos3a , tt . 

R = —-, a * k—, k e Z 


sin a 


cosa 


a) R = 1 


b) R = -2 


c) R = 2 

185. Rút gon biéu thúc sau : 


d) R = - 
2 


a) S = I 



sin 4 a + eos 4 a -1 
sin 6 a + eos 6 a -1 


a*k- 

2 


, keZ. 



d)S = -l. 


186. Tim tính chát cüa AABC biét: 

a = 2bcosC vói a = BC ; b = CA. 
a) AABC can tai A b) AABC cán t^i C 

c) AABC vuóng t$i A d) AABC vuóng t^í C 

187. Tim tính chát cúa AABC biét ráng : 

sin A = 2sin BcosC. 

a) AABC cán t^i B ho$c C b) AABC cán tai A 

c) AABC vuóng tai A d) AABC vuóng cán A. 

188. Tam giác ABC la tam giác gi néu ta có : S = p{p - b) vói S la dién tích, p lá 
núra chu vi cúa AABC. 

a) AABC vuóng cán mi B b) AABC déu 

c) AABC vuóng t$i B d) Cá a), b) vá c) déu sai. 

189. Tim tính chát cúa AABC biét ráng : 

sinB+sinC 

-= sin A 

eos B + eos C 

a) AABC cán mi A b) AABC déu 

c) AABC vuóng m¡ B hoác C d) Các dáp so trén déu sai. 
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190. Tim tính chát cüa AABC biét ráng : 

eos AcosBcosC = - 

8 

a) AABC déu 

b) AABC cán 

c) AABC vuóng cán 

d) AABC có mót góc 180°. 

191. Tam giác ABC lá tam giác gi néu la có : 

. A . B . C 1 
sin — sin —sin— = - 
2 2 2 8 

a) AABC cán 

b) AABC déu 

c) AABC vuóng cán 

d) AABC có mót góc 36° 

192. Tam giác ABC lá tam giác gi néu ta có : tgA + tgB + tgC = 2\¡3 

a) AABC cán 

b) AABC có mót góc 36° 

c) AABC déu 

d) AABC có mót góc 108 u . 

193. Tính các góc cúa tam giác ABC biét ráng : 

eos BcosC = — 

4 

, a 3 - b 3 -c 3 

a; - - 

a - b- c 

a) A = 90°, B = C = 45 u 

b) Á =90°, B = 60°, C = 30 ü 

c) A - 120°, B = C - 30° 

d) A = B = C = 60°. 
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194. Cho tam giác ABC có ba góc nhQn thoá : 


i | 1 ¡ 1 1 | 1 | 1 

eos A cosB cosC -A B C 

sin - sin sin 
2 2 2 


Tính các góc A, B, C. 

a) A = 120°, B = C = 30° 


b) A = B - C = 60 u 


c) A = 108°, B = C = 36 Ü d) A - 80°, B = C = 50 u 

195. Tim các góc cúa tam giác ABC biét ráng : 

sin A _ sin B _ sínC 

~in~^/T~^r 

a) A = 90 ü , B = 60°, C = 30° b) A = 120°, B - C = 30° 

c) A = 30°, B = 60°, C = 90° d) A = 60°, B-30°, C = 90° 


1%. Tim tính chát cúa tam giác ABC néu ta có : 

' a tan A + btan B = (a + b)tan 


A + B 


a) AABC can tai A hoác B 
c) AABC vuóng tai C 

197. Tim tính chát cúa AABC biét ráng 


b) AABC vuóng tai A hoác B 
d) AABC cán tai C. 


a tan B + btan A = (a + b)tan 


A+B 


a) AABC cán t^i A hoác B 
c) AABC cán tai C 


b) AABC vuóng tai C 


c) AABC cán tai C d) Cá c) vá b) déu dúng. 

198. Tim tính chát cúa tam giác ABC biét ráng : 

c 

eos" A + eos 2 B 1 / \ 

---r— = —t,cot"A + cot"B) 

sin"A+sin"B 2 

a) AABC cán tai C b) AABC cán tai A hoác B 

c) AABC vuóng tai A hoác B d) AABC vuóng tai C. 

199. Tim tính chát cúa tam giác ABC néu ta có : 

tan A + 2 tan B = tan A tan 2 B 
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a) AABC vuóng can t$i A 
c) AABC có mót góc 108° 


b) AABC can tai A 
d) AABC vuóng cán tai B. 


200. Tim tính chát cüa tam giác ABC néu ta có : cot— = 3 + C 

2 b 


a) AABC cán tai B 

c) AABC vuóng 


b) AABC déu 
d) AABC nhpn. 
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Phu lyc 

TRÍCH GICTITHIÉU MÓT Sfl DÉ THITUYEN SINH DA! HOC 

(2005 - 2008 ) 


NÁM 2005 

DÉ THI KHÓI A 


Cau II. 2. Giái phirang trinh : 

eos" 3xcos2x -eos 2 x - 0. 


Hir&ng dan giái 

(1) <=> (1 + cos6x)cos2x-(l + cos2x) = 0 

o cos6xcos2x -1 = 0 o cos8x + cos4x - 2 = 0 \ 

cos4x = 1 

o 2cos 2 4x + cos4x -3 = 0 <=> I 


cos4x = -— (loai) 


« cos4x = 1 « x = — , k e: 

2 


TRICH DE THI KHOI B 

Cau II. 2. Giái phircmg trinh : 

1 4- sin x 4- eos x 4- sin 2x 4- eos 2x — 0. 


Hvcmg dan giái 

(1) <=> sinx 4-cosx 4-2sin xcosx + 2cos 2 x — 0 
«•sinx4-cosx 4-2eosx(sin x 4-cosx) — 0 
« (sin x 4- eos x)(2cosx 4-1) — 0. 

Truetng hpp 1. 

sin x 4- eos x — 0 « tan x — -1 «x —-(- kir, k € Z. 

4 

Truáng hap 2. 

2tt 


(I) 


( 1 ) 


1 
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Váy nghiém cua plnrong trinh lá 


x — — — + kit;x — ± — + k2-rc, k € Z. 

4 3 


TRICH DE THI KHOI D 

Cau II. 2. Giái plnrong triiih : 


eos 4 x -f sin 4 x -feos 


1t' 

X- 

sin 

3x 

TI ' 

l 4 J 


v 

4, 


- = o. 

2 


Iliráng Jan giái 


(1) <=> 1 - 2sin 2 xcos’ x + — 

2 


sin 


A ^ 

4x-, 

2 


+ sin 2x 


-¿ = 0 
2 


o 2 - siir 2x - cos4x -f sin 2x — 3 = 0 
44 — sin" x -(l — 2sin" 2x)+ sin2x — 1 — 0 

Ísin2x = 1 


44 sin" 2x + sin 2x — 2 = 0 44 


sin2x — —2 (loai) 


44 sin 2x - 1 


44 2x = — + \í2t\ 44 x = — + kn, k e Z. 

2 4 


NAM 2006 

TRÍCH DÉ THI KHÓI A 


Cau II. 1. Giái phirong trinh : 

ÍV , ... . V2 

Dieu ki?n : sin x *= — 


2(cos 6 x + sin 6 x) — sin x eos x 


y¡2 - 2si 


— 0 . 


sin x 


Phurcrng trinh da cho tircrng durong vói : 
2(sin 6 x + eos 6 x) - sin xcosx — 0 44 2 


3.5.1 l . 


1-sin 2x 

4 


-sin 2x = 0 

2 


44 3sin" 2x -f sin 2x - 4 = 0 44 sin 2x = l 44 x = — + kir (k € 2). 

4 

5 71 

Do diéu ki$n (I) nén : x — — + 2mir (m € Z). 

4 


(I) 
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TRÍCH DÉ THI KHÓI B 


Cáu II. 1. Giái phirong trinh : cotx + sin x 


i + tan x tan— = 4. 
2 


Hiróng dan giái 


Diéu kién : sin x ^ 0, eos x ^ 0, eos— ^ 0 

2 

Phirong trinh da cho tuong duong vói : 


X .X 

eos x eos - + sin x sin 
eos x j 9 

—-t- sin x—---— 

sin x x 

eos x eos — 

2 


= 4 


cosx sin x 

o-h-= 4 <?> 

sinx cosx 

Tt 


i , • „ 1 

-= 4 <=> sin 2x = — 

sin x eos x 2 




x — —- -(- kn 

12 

5tt 

x —-h krr 

12 


(k E Z), thoá man (I). 


TRÍCH DÉ THI KHÓI D 

Cáu II. 1. Giái phircmg trinh: cos3x + eos 2x -cosx — 1 — 0. 

* 

Hur&ng dan giái 

Phiromg trinh da cho ttrong duong vói : 

—2sin 2x.sin x — 2sin 2 x = 0 <=> sin x(sin2x + sin x) — 0 
<=> sin' x(2cos x + 1) — 0. 

• sin x = 0 <4> x — kit (k € Z ) 

1 2it 

• eos x =-ox±-1- k2ir (k E Z). 


( 1 ) 
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NÁM 2007 

TRÍCH DÉ THI KHÓI A 

Cáu II. !. Giái phuomg trinh : (1 -f sin 2 x)cosx + (1 + cos 2 x)sin x = 1 + sin 2x. 

Hwáng dan gifii 

Phuomg trinh da cho (sin x + cosx)(l + sin xcosx) = (sin x + cosx) 2 
^(sinx + cosxXl -sinxXl — cosx) = 0. 

x = —— + kiv, x = — + k2iv, x — k2x (k 6 Z). 

4 2 

TRÍCH DÉ THI KHÓI B 

Cáu II. 1. Giái phucmg trinh : 2sin 2 2x + sin 7x — 1 = sin x. 

Hiráng dan giái 

Phirong trinh da cho tircmg dLrcmg vái : 

sin7x — sin x + 2sin 2 2x - 1 =0<=> cos4x(2sin3x - 1) = 0. 

• cos4x — 0 o x = — + k— (k G Z). 

8 4 

. ,■ I ir . 2 it . _ 5n . 2n „ 

• sin3x = — x —-l-k— hoac x —-|-k-—(k e Z). 

2 18 3 18 3 

TRÍCH DÉ THI KHÓI D 


X x i — 

Cáu II. 1. Giái phucmg trinh : I sin — + eos— + v3 eos x — 2. 


Huróng dan giái 

Phucmg trinh da cho tuemg duemg vái 


1 + sin x + \¡3 eos x — 2cos| x — — 

6 


2 

2 


Tt 

<=> X = — 

2 


+ k2iv, x = 


-^+k2iv(keZ). 
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NAM 2008 

TRÍCH DÉ THI KHÓI A 

Cau II. 1. Giái phuong trinh : — 1-—^-r = 4si 


1 

- 1 - 

1 

sin x 

3ir 

sin 

x- 


2 


, . Í7x ] 
= 4sm-x I. 


Hiráng dan giái 

' . . . 3tí 

Biéu kien sin x ^ 0 va sin x- ^ 0. 

2 


Phuong trinh da cho tuong duong vói : —--1-!— — -2>/2(sin x + eos x) 

sinx cosx 

o (sin x + cosx) ——í-h 2s¡2 — 0. 

I sinx cosx 


sin x -l-cosx = 0 o x —-1- k-n. 

4 


•-f 2V2 — 0 «=> sin 2x —- <=> x — — — + k-n: ho$c 

sinx cosx 2 8 

5-rc . 

x — --(- kir. 

8 

tíói chiéu vói diéu ki?n ta du<?c nghiém cua phuong trinh lá : 

Tí TT . 5 tí , , 

x =-1- kir ; x =-h kir; x —-(- kit (k e Z). 

4 8 8 


TRÍCH DÉ THI KHÓI B 

Cáu II. 1. Giái phuong trinh sin 3 x -s eos 3 x = sin xcos’ x - \fí sin 2 xcosx. 

Hiráng dan giái 

Phuong trinh da cho tuong duong vói 

sin x(cos 2 x — sin 2 x)+ V3cosx(cos 2 x —sin 2 x) — 0 

<=> eos 2x(sin x + y¡3 eos x) — 0. 
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. tt kit 

• cos2x — O x — —i-. 

4 2 


• sin x + a/Icosx = 0 <=> x = -■j+ kit. 


^ kiv it 

Nghiém cúa phiromg trinh la . x — — + —, x =-h kn (k € Z). 

4 2 3 

TRÍCH DÉTHI KHÓI D 

Cau II. í. Giái phi/ong trinh 2sin x(l + cos2x) + sin 2x = 1 + 2cosx. 

\ 

Hiráng dan giái 

Phiromg trinh dá cho tircmg duong vái 

4sinxcos 2 3 x + sin2x — 1 + 2cosx <=> (2cosx + l)(sin 2x - 1) — 0. 

1 2it 

• cosx — — o x — ±-1- k2it. 

2 3 

71 

• sin 2x = 1 x — — + kit. 

4 

2 71 7t 

Nghiém cúa phiicmg trinh dS cho iá x = ±-h k2it, x — — + kit (k € Z). 

3 4 
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